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Ãëàâà 1

Íåðàâíîâåñíûå ñèñòåìû è

äèàãðàììíàÿ òåõíèêà (âìåñòî

Ââåäåíèÿ)

1.1 Ââåäåíèå

Îáû÷íî â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàìêíóòûå ñèñòåìû. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî íåò âíåøíåãî ïîëÿ, êîòîðîå ìîæåò ìåíÿòü ïàðàìåòðû ñèñòåìû. Îä-

íàêî íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå çàäà÷è íå ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû â äàííîé ïàðàäèãìå

èç-çà òîãî, ÷òî êàêóþ-òî èç ïîäñèñòåì íåâîçìîæíî èëè ñëîæíî ó÷åñòü. Íàïðèìåð,

åñëè ìû ðàññìîòðèì îáû÷íóþ êâàíòîâóþ òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ãðàâèòàöè-

åé, íàøè ïîïûòêè ðàññìîòðåòü ýòó ñèñòåìó çàìêíóòî îáðå÷åíû íà ïðîâàë, òàê êàê

òåîðèÿ êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè åùå íå ïîñòðîåíà è ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû ðàññìàò-

ðèâàòü ãðàâèòàöèþ êàê ôîíîâîå ïîëå. Òàê æå åñëè ðàññìîòðåòü êâàíòîâóþ ýëåêòðî-

äèíàìèêó, â êîòîðîé ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íàõîäèòñÿ â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè,

â âèäå ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ìû òîæå íè÷åãî íå ñìîæåì ïîñ÷èòàòü,

òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå, êàê ìû ýòî ïîçæå óâèäèì, îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ïîëåé

áîçîíîâ èëè ôåðìèîíîâ â ðåçóëüòàòå ýâîëþöèè âûõîäèò çà ïðåäåëû ïðîñòðàíñòâà

Ôîêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ îáû÷íûå ìåòîäû, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ

â ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé, íå ðàáîòàþò, òàê êàê èõ îñíîâíûå ïðèíöèïû îñíîâàíû

íà óñëîâèè ñòàöèîíàðíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà. Òàêæå

îáû÷íàÿ èíòóèöèÿ ïåðåñòàåò ðàáîòàòü, èáî âî âíåøíèõ ïîëÿõ ïåðåñòàþò âûïîë-

íÿòüñÿ çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà, òàê êàê äàííûå âåëè÷èíû ìîãóò
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óíîñèòüñÿ âíåøíèì ïîëåì. Ïîýòîìó íóæíî ðàçðàáàòûâàòü íîâûå ìåòîäû äëÿ ðàáî-

òû ñ òàêèìè çàäà÷àìè.

Äëÿ òàêèõ ñëó÷àåâ â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé óæå áûë ðàçðàáîòàí

ïîäõîä [14],[16] àíàëîãè÷íûé Ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêå. Îí ïðèíàäëå-

æèò Äæóëèàíó Øâèíãåðó, êîòîðûé ðàçðàáîòàë åãî â 1961 ãîäó [1]. Â ïîñëåäñòâèè

äàííûé ïîäõîä óñîâåðøåíñòâîâàë Ë.Â. Êåëäûø â 1964 ãîäó [2]. Áîëüøèì ïðåèìó-

ùåñòâîì ýòîé òåõíèêè ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà äîñòàòî÷íî îáùàÿ. Ïî íåé ìîæíî âû-

÷èñëÿòü êîððåëÿòîðû ðàçíîãî ïëàíà. Íå òîëüêî âîçíèêàþùèå ïðè óñðåäíåíèè ïî

îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ, íî è âîîáùå ïî ëþáîìó ñîñòîÿíèþ Ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà

H. Ïðè ýòîì èç-çà äîñòàòî÷íî áîëüøîé îáøèðíîñòè å¼ ïðèìåíåíèÿ, äàííàÿ òåõíèêà

ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ñëîæíîé. Êîëè÷åñòâî äèàãðàìì óâåëè÷èâàåòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîå

÷èñëî ðàç ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé Ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêîé, à îòñóò-

ñòâèå ôóðüå-ðàçëîæåíèÿ ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó âëå÷åò çà ñîáîé ãðîìîçäêîñòü

ôîðìóë.

Â îñíîâíîì ìû áóäåì èçó÷àòü ïîâåäåíèå êâàíòîâîé òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà, ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ãðàâèòàöè-

îííîãî êîëëàïñà. Íî âíà÷àëå ñòîèò îáñóäèòü, ÷òî ìû îæèäàåì ïîëó÷èòü êîãäà íåò

íèêàêîãî âíåøíåãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîãî ìû ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðåëÿòèâèñòñêèõ ôåð-

ìèîíîâ áåç âçàèìîäåéñòâèÿ, òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âñå ïîíÿòü ïðè ïîìî-

ùè ïðèíöèïà Ïàóëè è êâàçèêëàññè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé. Ñåé÷àñ ìû îáñóäèì âûâîä

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Íèæå ìû óâèäèì êàêîå îòíîøåíèå îíî èìååò ê îñîáåí-

íîñòÿì êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ íà ôîíå âíåøíåãî ïîëÿ.

Â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äèíàìèêó ñèñòåìû ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìî-

ùè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ n (~p, ~r, t), ñ÷èòàÿ ÷òî n (~p, ~r, t) êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò

ìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî òîëüêî íà ìàñøòàáàõ ìíîãî áîëüøèõ ÷åì äå- - Áðîéëåâñêàÿ

äëèíà âîëíû λb = 1/ |~p|. Åñëè íèêàêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íåò, òî çàñåëåííîñòü óðîâ-

íåé ýíåðãèé ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëüêî çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ôåðìèîíû áóäóò äâèãàòüñÿ

è ìåíÿòü òåì ñàìûì ñâîå ïîëîæåíèå. Ñëåäîâàòåëüíî n (~p, ~r, t) äîëæíà óäîâëåòâî-

ðÿòü ñîîòíîøåíèþ: n (~p, ~r, t) = n (~p, ~r − ~v [~p] (t− t0) , t0). Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ äàí-

íîå óðàâíåíèå ïî âðåìåíè t ìû ïîëó÷èì:

∂

∂t
n (~p, ~r, t) + ~v [~p]

∂

∂~r
n (~p, ~r, t) = 0. (1.1)

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå äàííîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïåðåíîñà. Òå-
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p

q1

q2

q3

Ðèñ. 1.1: Ðàñïàä ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p

p

q1

q2

q3

Ðèñ. 1.2: Ðîæäåíèå ÷àñòèöû ñ èìïóëüñîì p

ïåðü äîáàâèì âçàèìîäåéñòâèå ê òåîðèè. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì ÷åòûðåõâåðøèí-

íîå âçàèìîäåéñòâèå (õîòÿ îíî ÿâëÿåòñÿ íåïåðåíîðìèðîâàííûì âçàèìîäåéñòâèåì, íî

ïðèãîäíî äëÿ ýôôåêòèâíîãî îïèñàíèÿ ïðè íèçêèõ ýíåðãèÿõ). Òîãäà çà ñ÷åò âçàèìî-

äåéñòâèÿ ìîæåò ïðîèçîéòè èçìåíåíèå n (~p, ~r, t). Èç-çà ýòîãî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíå-

íèÿ (1.1) ìîãóò âîçíèêíóòü ÷ëåíû îòâå÷àþùèå çà èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ çà ñ÷åò èíäóöèðîâàííûõ ïðîöåññîâ ðàñïàäà è ðîæäåíèÿ ÷àñòèö ñ èìïóëüñîì p

(ñì. ðèñ (1.1) è (1.2)). Õîòÿ òàêèå ïðîöåññû è çàïðåùåíû äëÿ ìàññèâíûõ ðåëÿòèâèñò-

ñêèõ ôåðìèîíîâ,íî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî çàêîíà äèñïåðñèè äàííûå ïðîöåññû ìîãóò

ïðîèñõîäèòü. Îáîçíà÷èì ñå÷åíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ êàê σq1+q2+q3→p è σp→q1+q2+q3 , êî-

òîðûå ââèäó óíèòàðíîñòè ðàâíû. Òîãäà òåìï ðîæäåíèÿ ÷àñòèö Jcreat ñ èìïóëüñîì ~p

çà ñ÷åò äàííîãî ïðîöåññà ïðîïîðöèîíàëåí ñå÷åíèþ è êîëè÷åñòâó ÷àñòèö ñ èìïóëü-

ñîì q1, q2, q3 â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè Jcreat ∝ σq1+q2+q3→pnq1nq2nq3 .

Òàêæå íóæíî ó÷åñòü ïðèíöèï Ïàóëè, çàïðåùàþùèé äâóì ÷àñòèöàì íàõîäèòñÿ â

îäíîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè. Ýòî äàñò äîïîëíèòåëüíûé ôàêòîð (1− np). Àíàëîãè÷-
íî äîëæåí áûòü ó÷òåí è ïðîöåññ ðàñïàäà, êîòîðûé áóäåò ïðîïîðöèîíàëåí êîëè÷å-

ñòâó ÷àñòèö íà óðîâíå np è îïÿòü ââèäó ïðèíöèïà Ïàóëè
∏3

i=1 (1− nqi). Â èòîãå ìû

äîëæíû ìîäèôèöèðîâàòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, ó÷òÿ âñå îñòàëüíûå âîçìîæíûå
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ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d

dt
n (~p, ~r, t) + ~v

d

d~r
n (~p, ~r, t) =

∫ 3∏
i=1

d3qi

(2π)3 (2π)4× (1.2)

×
{
δ(4) (p+ q1 − q2 − q3)σp+q1→q2+q3 [(1− np)(1− nq1)nq2nq3 − npnq1 (1− nq2) (1− nq3)] +

+δ(4) (p− q1 − q2 − q3)σp→q1+q2+q3 [(1− np)nq1nq2nq3 − np (1− nq1) (1− nq2) (1− nq3)]
}
.

Ãäå ìû ó÷ëè òàêæå íàëè÷èå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà. Åù¼ ìîæåò

ïîÿâèòüñÿ ÷ëåí, êîòîðûé ñîîòâåñòâóåò ðîæäåíèþ ÷àñòèö âíåøíèì ïîëåì, ìû ñòîëê-

íåìñÿ ñ òàêîé ñèòóàöèåé íèæå. Â äàííîì ñëó÷àå èç-çà íàëè÷èÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè ýòîò ÷ëåí çàïðåùåí è ìû åãî íå âûïèñûâàåì.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî âûâåñòè êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå è äëÿ áîçîíîâ.

Â äàííîì ñëó÷àå íóæíî ó÷åñòü ýôôåêò ïðîòèâîïîëîæíûé ïðèíöèïó Ïàóëè. Ýòî

ñîîòâåñòâóåò òîìó, ÷òî ÷àñòèöû ïåðåéäóò â ñîñòîÿíèå ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÷à-

ñòèö ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ. Ò.å. íóæíî çàìåíèòü âûðàæåíèå (1− np) íà (1 + np).

Òîãäà ìû ïîëó÷èì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ áîçîíîâ.

Ñòàöèîíàðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.2), êàê ëåãêî çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ðàñïðå-

äåëåíèå Ôåðìè-Äèðàêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâèì, íàïðèìåð, ðåøåíèå n(~p, ~r, t) =

1
1+exp(ω(p)/T )

â ÷ëåí êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îòâå÷àþùèé çà ðàññåÿíèå ÷àñòèö:

δ (ω(p) + ω(q1)− ω(q2)− ω(q3)) [(1− np)(1− nq1)nq2nq3 − npnq1 (1− nq2) (1− nq3)] =

δ (ω(p) + ω(q1)− ω(q2)− ω(q3))
[
exp

(
ω(p)+ω(q1)

T

)
− exp

(
ω(q2)+ω(q3)

T

)]
(

1 + exp
(
ω(p)
T

))(
1 + exp

(
ω(q1)
T

))(
1 + exp

(
ω(q2)
T

))(
1 + exp

(
ω(q3)
T

)) = 0,

ââèäó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ÷èñëèòåëü çàíóëÿåòñÿ. Àíàëîãè÷íî çàíóëÿþòñÿ

îñòàëüíûå ÷ëåíû ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.2), à ëåâàÿ ÷àñòü çàíóëÿåòñÿ ââèäó

ñòàöèîíàðíîñòè è ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè ðåøåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àå ñòàòèñòèêè

Áîçå-Ýéíøòåéíà àíàëîãè÷íî ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå èìååò âèä n (~p, ~r, t) =

1
exp(ω(p)/T )−1

.

Òîãäà íà îñíîâå ðàçâèòîé èíòóèöèè ìû îæèäàåì ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå óðàâ-

íåíèÿ è â ïðèñòóñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ. Íî òàê êàê â äàííîé ñèòóàöèè íåò çàêîíà

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, òî â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñëåäóåò äîáàâèòü, íàïðèìåð, ÷ëåí

îòâåòñòâåííûé çà ðîæäåíèå ÷àñòèö âíåøíèì ïîëåì. È ýòî íå âñå óñëîæíåíèÿ, êàê

ìû óâèäèì íèæå.
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Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îïèñàííîå âûøå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæåò áûòü ïîëó-

÷åíî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé Äàéñîíà-Øâèíãåðà. Â äàííîì êîíòåêñòå êèíåòè÷åñêîå

óðàâíåíèå ïîÿâëÿåòñÿ êàê ñïîñîá ñóììèðîâàíèÿ ëèäèðóþùèõ èíôðàêðàñíûõ ïî-

ïðàâîê èäóùèõ ñî âñåõ âûñøèõ ïåòåëü è íàïîìèíàåò ìåòîä ðåíîðìàëèçàöèîííîé

ãðóïïû. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, äàííîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà, òàê êàê êðîìå çàñåëåííîñòè óðîâíåé â óðàâ-

íåíèå, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå, âõîäèò òàê íàçûâàåìîå àíîìàëüíîå êâàí-

òîâîå ñðåäíåå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò íàñêîëüêî ñîñòîÿíèå îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñòîãî ôî-

êîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè.

1.2 Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà Êåëäûøà-Øâèíãåðà

1.2.1 Âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ îïåðàòîðîâ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå

Â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ îáû÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ñðåäíèå îïåðàòîðîâ ïî îñíîâ-

íîìó ñîñòîÿíèþ ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà. Ìû ïîïûòàåìñÿ îáîáùèòü ýòó çàäà÷ó

� ìû òîæå áóäåì âû÷èñëÿòü ñðåäíåå íåêîòîðîãî îïåðàòîðà O ïî ïðîèçâîëüíîìó

ñîñòîÿíèþ |Ψ〉 â ìîìåíò âðåìåíè t, èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî íàì èçâåñòíî ýòî ñðåäíåå â

íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t0. Íàñ èíòåðåñóåò, êàê ñðåäíåå ýòîãî îïåðàòîðà çàâè-

ñèò îò âðåìåíè. Êàê óêàçàíî â ïðîøëîì ðàçäåëå, ìû áóäåì âåçäå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî

ãàìèëüòîíèàí ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó, ÷òîáû ïðîäåëàòü ýòè âû÷èñëåíèÿ,

ìû äîëæíû íà÷àòü ñ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé òåîðèè.

Ïåðâûé ïðèíöèï ãëàñèò, ÷òî ñóùåñòâóåò óíèòàðíûé îïåðàòîð U(t, t0) êîòîðûé

îñóùåñòâëÿåò ýâîëþöèþ ñîñòîÿíèé, ò.å. ïî ñîñòîÿíèþ â ìîìåíò âðåìåíè t0 îïðåäå-

ëÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t. Åñëè ìû çíàåì ýòîò îïåðàòîð ÿâíî, òî

çàäà÷à ðåøåíà è ñðåäíåå îïåðàòîðà â ìîìåíò âðåìåíè t îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

〈O〉t0 (t) = 〈Ψ|U †(t, t0)OU(t, t0) |Ψ〉 . (1.3)

Âòîðîé ïðèíöèï ãëàñèò, ÷òî óíèòàðíûé îïåðàòîð ýâîëþöèè îïðåäåëÿåòñÿ ãà-

ìèëüòîíèàíîìH(t). Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü óðàâ-

íåíèå Øðåäèíãåðà i ∂
∂t
|Ψ(t)〉 = H(t) |Ψ(t)〉, êîòîðîå îáû÷íî ïèøåòñÿ íà ñîñòîÿíèÿ,

íî ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî
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íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ |Ψ0〉 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà:

|Ψ〉 (t) = U(t, t0) |Ψ0〉 ⇒ i
∂

∂t
UH(t, t0) |Ψ0〉 = H(t)UH(t, t0) |Ψ0〉 .

Òàê êàê ñîñòîÿíèå |Ψ0〉 áûëî âûáðàíî ïðîèçâîëüíûì, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïå-

ðàòîðíîå óðàâíåíèå:

i
∂

∂t
UH(t, t0) = H(t)UH(t, t0), ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì UH(t0, t0) = 1.

Ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ:

UH(t, t0) = T exp

−i
t∫

t0

dτH(τ)

 . (1.4)

Îïåðàòîð óíèòàðíîé ýâîëþöèè UH(t, t0) â ôîðìóëå (1.3) ìîæíî îòíåñòè ëè-

áî ê ñîñòîÿíèì 〈Ψ|U †(t, t0)︸ ︷︷ ︸OU(t, t0) |Ψ〉︸ ︷︷ ︸ (êàðòèíà Øðåäèíãåðà), ëèáî ê îïåðàòîðó

〈Ψ|U †(t, t0)OU(t, t0)︸ ︷︷ ︸ |Ψ〉(êàðòèíà Ãåéçåíáåðãà). Â êàæäîì èç ýòèõ ïîäõîäîâ åñòü ñâîè

ïëþñû è ìèíóñû, ñ îäíîé ñòîðîíû ìîæíî ïèñàòü óðàâíåíèÿ íà ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè âàðèàöèîííûìè óðàâíåíèÿìè, ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî ïè-

ñàòü óðàâíåíèÿ íà îïåðàòîðû, êîòîðûå ïî ïðèíöèïó Ýðåíôåñòà áóäóò îáû÷íûìè

óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ, ïîëó÷àþùèìñÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, â êîòîðûõ âñå âå-

ëè÷èíû çàìåíåíû íà ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû. Ê ñîæàëåíèþ, òàêèå óðàâíåíèÿ

ðåøàþòñÿ òîëüêî â èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ýòè äâà ïîäõîäà ìîæíî ñîâìåñòèòü

ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Äèðàêà èëè âçàèìîäåéñòâèÿ, êîòîðîå

îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ â êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ. Ñêàæåì, ÷òî íàø ãàìèëüòîíèàí

ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè H = H0 + V , ãäå H0 - �ñâîáîäíûé� ãàìèëüòîíèàí (â

êîòîðîì ìû çíàåì ñïåêòð, ñîáñòâåííûå âåêòîðà, ïðîïàãàòîðû è ò.ä. è ò.ï.), à V -

îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ îïåðàòîðû ýâîëþöèî-

íèðóþò ïîä äåéñòâèåì �ñâîáîäíîãî� ãàìèëüòîíèàíà, à ñîñòîÿíèÿ èç-çà âçàèìîäåé-

ñòâèÿ. Òîãäà ìîæíî íàéòè, ÷òî ñðåäíåå îïåðàòîðà (1.3) ìîæíî âû÷èñëÿòü ñëåäó-

þùèì îáðàçîì (âûâîä ìîæíî ïîñìîòðåòü â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî êâàíòîâîé òåîðèè

ïîëÿ, íàïðèìåð, [3]):

UI(t, t0) = T exp

−i
t∫

t0

VH0(τ)dτ

 , ãäå VH0(τ) = U †H0
(τ, t0)V (τ)UH0(τ, t0)

〈O〉t0 (t) = 〈Ψ|U †I (∞, t0)T [OH0(t)UI(∞, t0)] |Ψ〉 , . (1.5)
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t

V (t)

t0

Ðèñ. 1.3: Ïîòåíöèàë àäèàáàòè÷íî âêëþ÷àåòñÿ ïîñëå ìîìåíòà âðåìåíè t0 è àäèàáà-

òè÷íî âûêëþ÷àåòñÿ â áóäóùåì.

çäåñü OH0 (τ) = U †H0
(τ, t0)OUH0(τ, t0). Ìû áóäåì ñ÷èòàòü â äàëüíåéøåì ÷òî âñå îïå-

ðàòîðû ýâîëþöèîíèðóþò ïðè ïîìîùè ñâîáîäíîãî ãàìèëüòîíèàíà, à îïåðàòîð ýâî-

ëþöèè UI(t, t0) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç VH0(τ) ïî ôîðìóëå (1.5).

Äàâàéòå òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íàøó çàäà÷ó íåìíîãî ïî äðóãîìó. Ïóñòü ïîòåíöè-

àë V (t) àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷èëñÿ ïîñëå t0 è àäèàáàòè÷åñêè âûêëþ÷èëñÿ â áóäóùåì

(ñì. ðèñ (1.3)), à ñîñòîÿíèå áûëî îïðåäåëåíî â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì. Äî òîãî, êàê

âêëþ÷èëîñü âçàèìîäåéñòâèå, ñîñòîÿíèå â êàðòèíå Äèðàêà íå ìåíÿåòñÿ, à îïåðàòîðû

ïîëÿ ýâîëþöèîíèðóåò ïî ñâîáîäíîìó ãàìèëüòîíèàíó. Ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ïîòåíöèà-

ëà ñîñòîÿíèå íà÷àëî ìåíÿòüñÿ è ïðîèñõîäèò âñÿ äèíàìèêà. Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü

êàê áóäåò çàâèñåòü ñðåäíåå (1.5) îò t0. Ìîæíî ëè âçÿòü ïðåäåë, êîãäà âçàèìîäåé-

ñòâèå áûëî âêëþ÷åíî â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì t0 → −∞? Äàííûé âîïðîñ ìû áóäåì

ðàññìàòðèâàòü êàê â ðàìêàõ òåîðèè âîçìóùåíèÿ òàê è íåïåðòóðáàòèâíûì îáðàçîì.

1.2.2 Ïðîïàãàòîðû â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå

Äàâàéòå íà âðåìÿ îïóñòèì âîïðîñ îáñóæäàâøèéñÿ â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå è óâå-

äåì ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ â áåñêîíå÷íîå ïðîøëîå t0 = −∞. Ðàññìîò-

ðèì îáû÷íóþ êâàíòîâóþ òåîðèþ ïîëÿ (ñòàöèîíàðíóþ è ñ îãðàíè÷åííûì ñíèçó ãà-

ìèëüòîíèàíîì), â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì êâàíòîâóþ òåîðèþ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â

ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî c âçàèìîäåéñòâèåì λφ4:

S =

∫
d4x

[
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4

]
, (1.6)

ãäå λ - êîíñòàíòà âçàèìîäåéñòâèÿ. Ó òàêîé ñèñòåìû åñòü îñíîâíîå ñîñòîÿíèå |vac〉,
ïî êîòîðîìó ìû è áóäåì âû÷èñëÿòü êîððåëÿòîðû. Èç ãèïîòåçû Ãåëë-Ìàííà-Ëîó
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ñëåäóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ îïåðàòîðà ýâîëþöèè S = U(∞,−∞):

S |vac〉 = eiL |vac〉 , eiL = 〈vac|S |vac〉 , (1.7)

ãäå L � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Òîãäà ñðåäíèå îïåðàòîðà O(t) ìîæíî âû÷èñëÿòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

〈O〉 (t) = 〈vac|S†T [O(t)S] |vac〉 = e−iL 〈vac|T [O(t)S] |vac〉 =

=
〈vac|T [O(t)S] |vac〉
〈vac|S |vac〉 . (1.8)

Ýòîò òðþê âïîñëåäñòâèè óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ, èáî ñâîäèò âñå ê âû÷èñëåíèþ òîëü-

êî Ò-óïîðÿäî÷åííûõ ñðåäíèõ. Äàëåå ïðè âûâîäå Ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõ-

íèêè ðàñêëàäûâàþò îïåðàòîð ýâîëþöèè è âû÷èñëÿþò ïîëó÷åííûå ñðåäíèå ïî òåî-

ðåìå Âèêà (êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ãðàôè÷åñêîì âèäå).

Îäíàêî äàííûé ïðèåì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íå ðàáîòàåò, èáî óòâåðæäåíèå ãèïîòå-

çû Ãåëë-Ìàííà-Ëîó âåðíî òîëüêî äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ è òðåáóåò ñòàöèîíàðíî-

ñòè è îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó ãàìèëüòîíèàíà. Ïîýòîìó íàì ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü

ôîðìóëó (1.5) áåç óïðîùåíèé è ðàñêëàäûâàòü îäíîâðåìåííî è S† è S, ÷òî íåèçáåæ-

íî ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ïðîïàãàòîðîâ.

×òîáû ïîêàçàòü êàê ýòîò ïðèåì ðàáîòàåò, âîçüìåì â êà÷åñòâå îïåðàòîðà Ò-

óïîðÿäî÷åííûé äâóõòî÷å÷íûé êîððåëÿòîð ïîëåé O = Tφ(x, t1)φ(y, t2). Ïîäñòàâëÿÿ

äàííûé îïåðàòîð â ôîðìóëó (1.8) è ðàñêëàäûâàÿ îïåðàòîð ýâîëþöèè äî ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî λ, ìû ïîëó÷àåì:

G−−(x, t1, y, t2) = 〈Ψ|TφH(x, t1)φH(y, t2) |Ψ〉 =

= 〈Ψ| T̄ ei λ4!
∫
d4zφ4(z)T

[
φ(x, t1)φ(y, t2)e−i

λ
4!

∫
d4zφ4(z)

]
|Ψ〉 =

= 〈Ψ|Tφ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉︸ ︷︷ ︸
G−−0

− iλ
4!

∫
d4z 〈Ψ|T

[
φ(x, t1)φ(y, t2)φ4(z)

]
|Ψ〉+

+i
λ

4!

∫
d4z 〈Ψ| T̄ φ4(z)Tφ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉+O(λ2), (1.9)

ãäå T̄ � àíòè-T óïîðÿäî÷åíèå. Ïåðâûé ÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîïàãàòîð èç ñâî-

áîäíîé òåîðèè ïîëÿ, êîòîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì. Âòîðîé ÷ëåí òàêæå ïî-

ÿâëÿåòñÿ â Ôåéíìàíîâñêîé äèàãðàììíîé òåõíèêå è ìîæåò áûòü ðàñïèñàí ÷åðåç Ò-

óïîðÿäî÷åííóþ ñâåðòêó îïåðàòîðîâ ñâîáîäíîé òåîðèè ïîëÿ G−−0 (x, t1, y, t2). Òðåòèé

÷ëåí ïðåäñòàâëÿåò íîâîå ñëàãàåìîå, êîòîðîå âîçíèêàåò â íåñòàöèîíàðíîé äèàãðàìì-

íîé òåõíèêå (ìîæíî óâèäåòü, ÷òî åãî ñóòü ñîñòîèò â ñîêðàùåíèè âêëàäîâ èäóùèõ îò
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âòîðîãî ÷ëåíà ïðè z0 > t1, t2). Åãî òîæå ìîæíî âû÷èñëèòü ïî òåîðåìå Âèêà, íî ïðè-

äåòñÿ ââåñòè 3 äîïîëíèòåëüíûõ ïðîïàãàòîðà, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ñâåðòîê

îïåðàòîðîâ ïîëåé φ èäóùèõ èç ðàçëè÷íûõ ÷àñòåé ôîðìóëû:G−−0 G+−
0

G+−
0 G++

0

 =

〈Ψ|Tφ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉 〈Ψ|φ(y, t2)φ(x, t1) |Ψ〉
〈Ψ|φ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉 〈Ψ| T̄ φ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉

 . (1.10)

Çíàêîâûå èíäåêñû â îáîçíà÷åíèÿõ óêàçûâàþò îòêóäà ïîÿâèëñÿ îïåðàòîð ïîëÿ φ:

�+� äëÿ àíòè-Ò-óïîðÿäî÷åííîé ÷àñòè è �-� äëÿ Ò-óïîðÿäî÷åííîé. Ëåãêî çàìåòèòü,

÷òî ýòè 4 ïðîïàãàòîðà íà ñàìîì äåëå ëèíåéíî çàâèñèìû G−−0 +G++
0 = G+−

0 +G−+
0 .

Â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ñäåëàåì òàê íàçûâàåìûé Êåëäûøåâñêèé ïîâîðîò ê

òðåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ïðîïàãàòîðàì è îáñóäèì èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Èñ-

ïîëüçóÿ òåîðåìó Âèêà, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò ÷òî â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì

îáúåìîì êîððåëÿòîð ðàñùåïëÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ïàðíûõ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî â

êíèãå [15]), ìû ìîæåì ðàñïèñàòü ÷åìó ðàâíÿåòñÿ ïîñëåäíèé ÷ëåí ôîðìóëû (1.9)

〈Ψ| T̄ φ4(z)Tφ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉 =

4 · 3 〈Ψ| T̄ φ(z)φ(z)φ(z)φ(z)Tφ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉+

+ 〈Ψ| T̄ φ(z)φ(z)φ(z)φ(z)Tφ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉 =

G−+
0 (x, t1, ~z, z0)G++

0 (~z, z0, ~z, z0)G+−
0 (~z, z0, y, t2)+

+G−−0 (x, t1, y, t2)G++,2
0 (~z, z0, ~z, z0).

Âòîðîé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè ñîêðàùàåò ïåòëåâóþ äèàãðàììó, ïîëó÷åííóþ ïðè

âû÷èñëåíèè Ò-óïîðÿäî÷åííîãî êîððåëÿòîðà â âûðàæåíèè (1.9).

Îòñþäà ìîæíî âûïèñàòü ÿâíî îäíîïåòëåâóþ ïîïðàâêó ê T-óïîðÿäî÷åííîìó ïðî-

ïàãàòîðó:

G−−(x, t1, y, t2) = G−−0 (x, t1) +

+ i
λ

2

∫
d4zG−+

0 (x, t1, ~z, z0)G++
0 (~z, z0, ~z, z0)G−+

0 (~z, z0, y, t2)−

− iλ
2

∫
d4zG−−0 (x, t1, ~z, z0)G−−0 (~z, z0, ~z, z0)G−−0 (~z, z0, y, t2) +O(λ2). (1.11)

Êàæäûé ÷ëåí ýòîãî ðÿäà òåïåðü ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â ãðàôè÷åñêîì âè-

äå. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîìó èíòåãðàëó ±iλ
∫
d4z ñîïîñòàâèì âåðøèíó âàëåíòíîñòè

÷åòûðå ñî çíàêîì ±, à êàæäîìó ïðîïàãàòîðó ñîïîñòàâèì ëèíèþ, ñîåäèíÿþùèå ñîîò-

âåòñòâóþùèå âåðøèíû. Ê ïðèìåðó, ëèíèè ñîåäèíÿþùåé âåðøèíû ñî çíàêàìè +,−
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ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîïàãàòîð G+−:

+ ←→ iλ

∫
d4z, − ←→ −iλ

∫
d4z,

+, x, t1 −, y, t2
←→ G+−

0 (x, t1, y, t2). (1.12)

Èñïîëüçóÿ äàííûå óäîáíûå ãðàôè÷åñêèå îáîçíà÷åíèÿ ëåãêî çàïèñàòü ôîðìóëó

(1.11) â ãðàôè÷åñêîì âèäå:

G−−(x, t1, y, t2) =
−, x, t1 −, y, t2

+

+
−, x, t1 −, y, t2+iλ, z

+
−, x, t1 −, y, t2−iλ, z

Ëåãêî îáîáùèòü ýòó òåõíèêó íà ñëó÷àé âûñøèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé è

ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå ïðàâèëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâîê ê ðàçëè÷íûì ôóíêöèÿì

Ãðèíà 〈Ψ| T̄ φ(x1, t1) . . . Tφ(y, τ1) . . . |Ψ〉 â òåîðèè ñ âçàèìîäåéñòâèåì λφ4:

1. Ðèñóþòñÿ âñå âîçìîæíûå ãðàôû, â êîòîðûõ êàæäàÿ âíóòðåííÿÿ âåðøèíà èìå-

åò âàëåíòíîñòü ÷åòûðå, à âíåøíèå îäèí.

2. Êàæäîé âåðøèíå ïðèïèñûâàåòñÿ çíàê ±, âíåøíèì ñòàâèòñÿ çíàê â ñîîòâåò-

ñòâèè òîìó èç êàêîé ÷àñòè ïðîïàãàòîðà âåðøèíà ïðèøëà: + äëÿ àíòè-Ò-

óïîðÿäî÷åííîé ÷àñòè, − äëÿ T-óïîðÿäî÷åííîé. Âíóòðåííèì ïðèïèñûâàåòñÿ

ïðîèçâîëüíûé çíàê. Òàêóþ äèàãðàììó áóäåì íàçûâàòü äèàãðàììîé ñî çíàêà-

ìè.

3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè (1.12) êàæäîé äèàãðàììå ñî çíàêàìè ñîïîñòàâ-

ëÿåòñÿ ôîðìóëà.

4. Ôîðìóëó íóæíî ðàçäåëèòü íà ôàêòîð ñèììåòðèè äèàãðàììû ñî çíàêàìè.

5. Ïðîñóììèðîâàòü âñå ôîðìóëû ñîîòâåòñòâóþùèå äèàãðàììàì ñî çíàêàìè â

äàííîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî âàêóóìíûå äèàãðàììû â êàæäîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ñî-

êðàùàþò äðóã äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå âàêóóìíûõ äèàãðàìì ñîîòâåò-

ñòâóåò âû÷èñëåíèþ ñðåäíåãî â êîòîðîì íåò âñòàâîê îïåðàòîðîâ ïîëåé, ýòî ñðåäíèå
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ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ 〈Ψ|U †(t, t0)U(t, t0) |Ψ〉 = 〈Ψ|Ψ〉, ò.å. íèêàêèõ ïîïðàâîê ïî λ íå

âîçíèêàåò. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî âñå âàêóóìíûå äèàãðàììû ñîêðàùàþò äðóã äðóãà â

êàæäîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé.

1.2.3 Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïðîïàãàòîðîâ

Êàê óêàçûâàëîñü â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå - ÷åòûðå ïðîïàãàòîðà, õàðàêòåðèçó-

þùèå êàæäîå ïîëå â íåñòàöèîíàðíîé ñèòóàöèè, íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

çàâèñèìûìè. Ïîýòîìó ìîæíî ñîâåðøèòü ïîâîðîò ê òðåì ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ïðî-

ïàãàòîðàì

R =
1√
2

 1 1

−1 1

 , G =

G−− G+−

G−+ G++

 ,

G̃ = R−1GR =

 0 G−− −G+−

G−− −G−+ G−− +G++

 =

 0 GR

GA 2GK

 . (1.13)

Èñïîëüçóÿ (1.10), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîïàãàòîðîâ ÷åðåç îïåðà-

òîðû ïîëåé φ(x, t):

GK(x, t1, y, t2) =
1

2
〈Ψ| {φ(x, t1), φ(y, t2)} |Ψ〉 ,

G
R
A = ±θ(∓∆t12) 〈Ψ| [φ(x, t1), φ(y, t2)] |Ψ〉 . (1.14)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë äàííûõ ïðîïàãàòîðîâ ñëåäóåò îáñóäèòü

ïîñòàíîâêó çàäà÷, êîòîðûå áóäóò âïîñëåäñòâèè îáñóæäàòüñÿ. Â îñíîâíîì íàñ áó-

äåò èíòåðåñîâàòü ïðåäåë áîëüøèõ âðåìåí ïðè ôèêñèðîâàííîé èõ ðàçíèöå, òàê ÷òî

âî ìíîãèõ ôîðìóëàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ðàçíèöåé âðåìåí ïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìèìè

âðåìåíàìè t1 ≈ t2 ≈ . . . ≈ ti ≈ t � |ti − tj|. Òîãäà ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ïîëÿ

φ ïî ãàðìîíèêàì (îíè â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè, íî ìû áó-

äåì ïðîäîëæàòü íóìåðîâàòü èõ ïðè ïîìîùè èíäåêñà p, êîòîðûé ìîæåò ÿâëÿòüñÿ íå

èìïóëüñîì, à äðóãèì êâàíòîâûì ÷èñëîì), ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ

ïðîïàãàòîðà Êåëäûøà:

φ(x, t) =

∫
d3p
[
aphp(x, t) + a†ph̄p(x, t)

]
,
[
ap, a

†
p′

]
= δpp′ ,

GK(x, t1, y, t2)
∣∣
t1≈t2≈t =

∫
d3ph̄p(x, t)hp′(y, t)+ (1.15)∫

d3pd3p′
[
〈Ψ| a†pap′ |Ψ〉 (t)h̄p(x, t)hp′(y, t) + 〈Ψ| apap′ |Ψ〉 (t)hp(x, t)hp′(y, t)

]
+ h.c.
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Âñå âîçíèêàþùèå ñðåäíèå âíåñåì â òðè ôóíêöèè npp′(t) = 〈Ψ| a†pap′ |Ψ〉, κpp′(t) =

〈Ψ| apap′ |Ψ〉 è κ∗pp′(t) = 〈Ψ| a†pa†p′ |Ψ〉. Ïåðâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðîèíòåïðå-

òèðîâàíà êàê ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ, ïîñëåäíèå äâå ÿâëÿþòñÿ ìåðîé òîãî

íàñêîëüêî äàííîå ñîñòîÿíèå îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñòî ôîêîâñêîãî. Åñëè κpp′(t),κ∗pp′(t) è

npp′(t) îòëè÷íû îò íóëÿ, òî ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà ê íîâûì îïå-

ðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî àíîìàëüíûå êâàíòîâûå

ñðåäíåå çàíóëÿòñÿ. Ïðèìåð òàêîãî ðîäà âû÷èñëåíèé âñòðå÷àåòñÿ ïðè îáñóæäåíèè

ñâåðõïðîâîäèìîñòè è ñâåðõòåêó÷åñòè [3]. Âàæíûì çàìå÷àíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èí-

ôðàêðàñíûå ïîïðàâêè ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ê ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà òîæå ìîãóò

áûòü âíåñåíû â ýòè òðè ôóíêöèè è ïðîèíòåïðåòèðîâàíû êàê ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê

ýòèì ôóíêöèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ïåòëåâîå âû÷èñëåíèå ñîîòâåñòâóåò òîìó, ÷òî ìû

âñòàâèëè îïåðàòîðû ýâîëþöèé â êîððåëÿòîðû (1.14), òîãäà, ðàñêëàäûâàÿ ïðîïàãà-

òîð Êåëäûøà ïî ãàðìîíèêàì êàê â ôîðìóëå (1.15), ìû ïîëó÷àåì â èíôðàêðàñíîì

ïðåäåëå np p′ ≈ 〈Ψ|U †a†pU(t1, t2)ap′U |Ψ〉. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò âû÷èñëåíèþ ìàòðèöû

ïëîòíîñòè äëÿ ñîñòîÿíèÿ, êîòîðîå ïðîýâîëþöèîíèðîâàëî ïî âðåìåíè. Ïðèìåð ÿâíî-

ãî âû÷èñëåíèÿ ïîïðàâîê ê ìàòðèöå ïëîòíîñòè áóäåò ñäåëàí â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ

äëÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òåîðèè âîçìóùåíèé.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàñïèñàòü ïðîïàãàòîð G
R
A (x, t1, y, t2) â äðåâåñíîì ïðèáëèæå-

íèè:

G
R
A
0 (x, t1, y, t2) = ±2iθ(∓∆t12)

∫
d3p Im

[
hp(x, t1)h̄p(y, t2)

]
. (1.16)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî G
R
A
0 íå çàâèñÿò îò âûáîðà ãàðìîíèê è ñîñòîÿíèÿ. Äåéñòâè-

òåëüíî, â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè êîììóòàòîð ïîëåé φ ÿâëÿåòñÿ c-÷èñëîì è ïðè

óñðåäíåíèè ïî ëþáîìó ñîñòîÿíèþ áóäåò äàâàòü îäèí è òîò æå îòâåò. Òàêæå ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî ôîðìà (1.16) ÿâëÿåòñÿ SL(2,C)-èíâàðèàíòíîé ïðè Áîãîëþáîâñêèõ êà-

íîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ è ñëåäîâàòåëüíî íå áóäåò çàâèñåòü îò âûáîðà âàêóóìà

è ãàðìîíèê. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ ïðîïàãàòîðîâ òîæå ÿñåí � îíè äàþò ñïåêòð

÷àñòèö â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðåäåëå, ò.å. êîãäà âíåøíèå ïîëÿ ìåíÿþòñÿ äîñòàòî÷íî

ìåäëåííî ïî ñðàâíåíèþ ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè ñàìîãî ïîëÿ mτ � 1, ãäå m �

õàðàêòåðíûé ìàññîâûé ïàðàìåòð ïîëÿ, à τ � õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ôîíà.

Òîãäà ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì T = t1+t2
2
,∆t = t1− t2 è äåëàÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

ïî ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

G
R
A
0 (x, y, T, ω) =

∫
dω

2π
eiω∆t G

R
A
0

(
x, T +

∆t

2
, y, T − ∆t

2

)
. (1.17)
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Ïîëþñà (1.17) áóäóò äàâàòü ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà â ìîìåíò T äëÿ ÷àñòèö è àíòè÷à-

ñòèö ñîîòâåòñòâåííî âìåñòå ñ èõ øèðèíàìè Γ (ïîäðîáíåå îá ýòîì ìîæíî ïðî÷èòàòü

â ëþáîì ó÷åáíèêå ïî êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ èëè ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå [3]).

Îáñóäèì êàêîé âèä ìîãóò èìåòü ïîïðàâêè ê äàííîì ïðîïàãàòîðó. Èç-çà òîãî, ÷òî

äèàãðàììíàÿ òåõíèêà Êåëäûøà ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííîé, ïîïðàâêè ê äàííûì ïðîïàãà-

òîðàì ìîãóò èäòè òîëüêî èç îáëàñòè âðåìåí ìåæäó t1 è t2. Äåéñòâèòåëüíî ðàñïèøåì

îäíîïåòëåâóþ ïîïðàâêó ê îïåðåæàþùåìó ïðîïàãàòîðó:

∆GA (x, t1, y, t2) =

= λ2

∫∫
dt3dx3

∫
dt4dx4G

A (x, t1, x3, t3) ΣA (x3, t3, x4, t4)GA (x4, t4, y, t2) , (1.18)

ãäå ΣA � îäíî÷àñòè÷íàÿ íåïðèâîäèìàÿ äèàãðàììà, äàþùàÿ âêëàä â GA. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ΣA (x3, t3, x4, t4) è GA (x4, t4, y, t2) ñîäåðæàò ôóíêöèè Õýâèñàéäà âèäà

θ (t3 − t4) , θ (t4 − t2), ïîýòîìó îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ t3 è t4 çàæàòà ìåæäó âðåìå-

íàìè t1 è t2, èç-çà ýòîãî ∆1G
R
A (x, t1, y, t2) = O (λ2∆t) ,∆t = t1 − t2 è ñëåäîâàòåëüíî

áóäóò ïîäàâëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ïîïðàâêàìè ê Êåëäûøåâñêîìó ïðîïàãàòîðó. Ïî-

ýòîìó G
R
A ìû âïîñëåäñòâèè áóäåì ñ÷èòàòü äðåâåñíûìè, õîòÿ ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ó÷òåíû óëüòðàôèîëåòîâûå ïîïðàâêè â ïåðåíîðìèðîâêàõ êîíñòàíò ñâÿçè, ïîëåé è

ìàññ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ óëüòðàôèîëåòîâî ïåðåíîðìèðîâàí-

íîé äèàãðàììíîé òåõíèêîé.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîïàãàòîð GK(x, t1, y, t2) òàêæå ìîæåò ïîëó÷àòü ïîïðàâêè âèäà

λ2 (t1 − t2), êàê è â G
R
A (x, t1, y, t2). Ýòî äîñòàòî÷íî èçâåñòíûé ðåçóëüòàò è èíîãäà

ïîä ñåêóëÿðíûì ðîñòîì ïîíèìàåòñÿ èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå ïðîïàãàòîðîâ. Îäíàêî

äàííûå ïîïðàâêè âñåãî ëèøü ìîäèôèöèðóåò ñïåêòð êâàçè÷àñòèö, íàïðèìåð, ω0p →
ωp + iΓ

2
. Ìû òàêèìè ïîïðàâêè èíòåðåñîâàòüñÿ íå áóäåì è ïîä ñåêóëÿðíûì ðîñòîì

áóäåì ïîíèìàòü, ÷òî íåêîòîðûå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïîëó÷àþò ïîïðàâêè âèäà

λ2
(
t1+t2

2

)
, â ïðåäåëå t1 + t2 →∞ ïðè t1 − t2 = const.

1.3 Ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðè-

ÿì

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ñõåìàòè÷íî âûâåëè Êåëäûøåâñêóþ äèàãðàììíóþ

òåõíèêó. Ìû îñíîâûâàëèñü íà ãàìèëüòîíîâîì ïîäõîäå ê êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ.

Êàê èçâåñòíî, â ñëó÷àå Ôåéíìàíîâñêîì äèàãðàììíîé òåõíèêè ÷àñòî áûâàåò óäîáíåå
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äåëàòü âû÷èñëåíèÿ îñíîâûâàÿñü íà ôîðìàëèçìå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà. Äàí-

íûé ôîðìàëèçì òàêæå ìîæåò áûòü ðàçâèò è â ñëó÷àå òåõíèêè Êåëäûøà-Øâèíãåðà

[16]. Äëÿ ïðèìåðà ìû ñíîâà âîçüìåì ñêàëÿðíîå ïîëå. Äàííàÿ ïðîöåäóðà, êàê áó-

äåò âèäíî, ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà ñëó÷àé ôåðìèîííîãî, ýëåêòðîìàãíèòíîãî è äðó-

ãèõ ïîëåé ñ âçàèìîäåéñòâèåì. Äëÿ ýòîãî îáîáùèì ôîðìóëó (1.5) äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ñðåäíèõ, ïðåäïîëîæèâ ÷òî îïåðàòîðû ìîãóò íàõîäèòñÿ è â T-óïîðÿäî÷åííîé è â

àíòè-T-óïîðÿäî÷åííîé ÷àñòè , à òàêæå áóäåì âû÷èñëÿòü íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåí-

òû âèäà 〈Σ| T̄
[
Aei

∫
VH0

(t)dt
]
T
[
Be−i

∫
VH0

(t)dt
]
|Ψ〉, ãäå A è B ïðîèçâîëüíûå îïåðàòî-

ðû, à |Ψ〉 , |Σ〉 íåêîòîðûå ñîñòîÿíèÿ. Âñòàâèì ìåæäó T -óïîðÿäî÷åííîé è àíòè-T -

óïîðÿäî÷åííîé ÷àñòÿìè ïîëíûé íàáîð ñîñòîÿíèé |φ〉 ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

1 =

∫
Dφ |φ〉 〈φ| .

Òîãäà ñðåäíåå ðàñùåïëÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ÷ëåíîâ âèäà 〈φ|T
[
Be−i

∫
VH0

(t)dt
]
|Ψ〉 è

ñîïðÿæåííûõ ê íèì, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ìîãóò áûòü ïåðåïèñàíû ÷åðåç ñîîò-

âåòñòâóþùèå èíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì:

〈Σ| T̄ [A]T [B] |Ψ〉 =

∫
Dφ 〈Σ| T̄

[
Aei

∫
VH0

(t)dt
]
|φ〉 〈φ|T

[
Be−i

∫
VH0

(t)dt
]
|Ψ〉 =∫

Dφ
∫ φ

Σ

Dφ+e
−i
∞∫
−∞

dtL[φ+]

A+[φ+]×
∫ φ

Ψ

Dφ−e
i
∞∫
−∞

dtL[φ−]

B−[φ−]. (1.19)

Ãäå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ
φ∫

Ψ

Dφ îçíà÷àþò êàêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìû âûáðà-

ëè äëÿ ïîëÿ φ, ê ïðèìåðó ïî íèæíåìó ïðåäåëó èíòåãðèðîâàíèå èäåò ñ âîëíîâûì

ôóíêöèîíàëîì Ψ[φ(~x, t)] è èìååò ñëåäóþùèé âèä
∫
Dφ (~x, t = −∞) Ψ[φ (~x, t = −∞)].

Ïóñòü T - íàèáîëüøåå èç âðåìåí, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ â îïåðàòîðàõ A è B, òîãäà
íàçîâåì Êåëäûøåâñêèì êîíòóðîì C, êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé t, êîòîðàÿ èäåò îò −∞− iε äî T +a− iε, ãäå a > 0 - ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíî

÷èñëî, îáõîäèò t = T + a è äàëüøå èäåò îò T + a + iε äî −∞+ iε, ïðèìåð êîíòóðà

èçîáðàæåí íà ðèñ. (1.4). Òîãäà ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî (1.3) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê

ñëåäóþùåé ôîðìå:

〈Σ| T̄ [A]T [B] |Ψ〉 =

∫
Dφ exp

i
∫
C

dtL [φ]

A+[φ+]B−[φ−]. (1.20)

Ãäå çíàê ± îòíîñèòñÿ ê òîìó, íà êàêîì áåðåãó êîíòóðà ìû äîëæíû áðàòü ïîëÿ φ

� ñâåðõó äëÿ + èëè ñíèçó äëÿ − ëó÷à (−∞, T + a]. Ñðàçó çàìåòèì, ÷òî â ïðåäû-

äóùåì ðàçäåëå, âñå âåðøèíû è îïåðàòîðíûå âñòàâêè áûëè ñî çíàêàìè. È ìîæíî
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y

x
C

T + a
φ−(t1) φ−(t2)

φ+(t4) φ+(t3)

Ðèñ. 1.4: Ïðèìåð Êåëäûøåâñêèé êîíòóð C äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíåãî

〈Ψ|T [φ(t1)φ(t2)] T̄ [φ(t3)φ(t4)] |Ψ〉.

ïðîâåðèòü, ÷òî îáå çíàêîâûõ íîòàöèé íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåò-

ñòâèè. Òî åñòü êîãäà ìû âû÷èñëÿåì ñ ïîìîùüþ (1.20) 〈Ψ|φ+(x, t1)φ+(y, t2) |Ψ〉, ìû
íà ñàìîì äåëå âû÷èñëÿåì G++(x, t1, y, t2) = 〈Ψ| T̄ φ(x, t1)φ(y, t2) |Ψ〉. Òàêæå äàííóþ
ïðîöåäóðó íåñëîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé, êîãäà ïðîèñõîäèò óñðåäíåíèå ïî ìàòðèöå

ïëîòíîñòè.

Èç (1.20) ìîæíî âûâåñòè óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîïàãàòîðîâ G±∓(x, y) â ñâîáîäíîé

òåîðèè ïîëÿ. Ïóñòü �φ = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêîå óðàâíåíèå äâèæå-

íèÿ äëÿ ïîëÿ φ. Íàïðèìåð, îïåðàòîðîì � ÿâëÿåòñÿ � = 1√
g
∂ag

ab√g∂b â ñëó÷àå

âíåøíåãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ èëè � = gab∇a∇b,∇a = ∂a − ieAa â ñëó÷àå âíåø-
íåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òîãäà äåéñòâèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå S[φ] =

−1
2

∫
dDxφ(x)�φ(x). Îïåðàòîð� áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì Êëåéíà-

Ãîðäîíà. Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë îò ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ñëå-

äóþùàÿ âåëè÷èíà ðàâíà íóëþ

0 =

Σ∫
Ψ

Dφ δ

δφ+(x, t1)

(
φ+(y, t2)eiS[φ]

)
=

Σ∫
Ψ

Dφ [δ (~x− ~y) δ(t1 − t2)− i�~x,t1φ+(x, t1)φ+(y, t2)] eiS[φ]. (1.21)

Òàê êàê ýòî áûëî âûáðàíî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ ñîñòîÿíèé |Σ〉 è |Ψ〉, òî
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îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå êàê îïåðàòîðíîå òîæäåñòâî ðàâíî

íóëþ. Òîãäà, óñðåäíÿÿ ýòî òîæäåñòâî ïî ñîñòîÿíèþ |Ψ〉, ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà

ïðîïàãàòîð:

�~x,t1G
++ (~x, t1, ~y, t2) = iδ3 (~x− ~y) δ(t1 − t2). (1.22)

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿìè:

�~x,t1G
+− (~x, t1, ~y, t2) = 0, �~x,t1G

−+ (~x, t1, ~y, t2) = 0

�~x,t1G
−− (~x, t1, ~y, t2) = −iδ3 (~x− ~y) δ(t1 − t2). (1.23)

Êàê îáúÿñíÿëîñü â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ ÷åòûðå ïðîïàãàòîðà G±∓ ëèíåéíî

çàâèñèìû è ìîæíî ñäåëàòü ïîâîðîò Êåëäûøà, êîòîðûé ïåðåâîäèò äàííûå ïðîïàãà-

òîðû ê ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì. Ïîñëåäíèå, êàê ìû îáñóäèëè, èìåþò ÿñíûé ôèçè÷å-

ñêèé ñìûñë. Ïîýòîìó áûëî áû î÷åíü óäîáíî èìåòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó, êîòîðàÿ

ñðàçó æå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïîïðàâêè èìåííî ê ýòèì ïðîïàãàòîðàì. Ýòî ìîæíî

ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëà ïî òðàåêòîðèÿì (1.20). Ýòèì âûâîäîì ìû ñåé÷àñ è

çàéìåìñÿ. Ñäåëàåì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ â (1.20), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò

íåãî (1.13) íîðìèðîâêîé:φcl

φq

 =

1
2

[φ+ + φ−]

φ+ − φ−

 = R̂

φcl

φq

 , ãäå R̂ =

1
2

1
2

1 −1

 .

Â ýòèõ òåðìèíàõ ìîæíî ïåðåïèñàòü äåéñòâèå (1.6) â ôîðìóëå (1.20) ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

S [φcl, φq] =

∫
dt

∫
dD−1~x

√
g

[
1

2
∂aφ−∂

aφ− −
1

2
m2φ2

− −
λ

4!
φ4
− − (φ− ↔ φ+)

]
=∫

dt

∫
dD−1~x

√
g

[
∂aφcl∂

aφq −m2φclφq −
λ

6

(
φ3

clφq +
1

4
φ3

qφcl

)]
. (1.24)

Ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:∫
Dφ−Dφ+ . . . =

∫
DφclDφq . . . . (1.25)

Òîãäà ââåäåì ñëåäóþùèå ñðåäíèå êîòîðûå áóäóò âîçíèêàòü ó íàñ ïðè âû÷èñëå-

íèè êîððåëÿòîðîâ:

DK (~x, t1, ~y, y2) =

∫
Dφ exp {iS [φcl, φq]}φcl(~x, t1)φcl(~y, t2),

DA (~x, t1, ~y, y2) =

∫
Dφ exp {iS [φcl, φq]}φcl(~x, t1)φq(~y, t2),

DR (~x, t1, ~y, y2) = −
∫
Dφ exp {iS [φcl, φq]}φq(~x, t1)φcl(~y, t2). (1.26)

19



Îíè ñîâïàäàþò ñ ââåäåííûìè ðàíåå ïðîïàãàòîðàìèGR,A,K èç ôîðìóëû (1.14). Òîãäà

èç ëàãðàíæèàíà Êåëäûøà-Øâèíãåðà (1.24) ìîæíî ïîëó÷èòü íàïðÿìóþ äèàãðàìì-

íóþ òåõíèêó (ñì. ðèñ 1.5).

Èñïîëüçóÿ ýòó äèàãðàììíóþ òåõíèêó, âû÷èñëåíèÿ î÷åíü ñèëüíî óïðîùàþòñÿ,

÷òî ìû âïîñëåäñòâèè è óâèäèì.

DK(x, y)

DR(x, y)

DA(x, y)

−iλ
6

−i λ
24

Ðèñ. 1.5: Äèàãðàììíàÿ òåõíèêà â òåðìèíàõ Êåëäûøåâñêîãî, îïåðåæàþùåãî è çà-

ïàçäûâàþùåãî ïðîïàãàòîðîâ DK,R,A

1.4 Âû÷èñëåíèå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê â òåîðèè ñêà-

ëÿðíîãî ïîëÿ

1.4.1 Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê ïðîïàãàòîðàì

Ïîñëå îáñóæäåíèÿ îñíîâ äèàãðàììíîé òåõíèêè Êåëäûøà-Øâèíãåðà è ôèçè-

÷åñêîãî ñìûñëà ðàçëè÷íûõ ïðîïàãàòîðîâ ìîæíî ïåðåõîäèòü ê íåïîñðåäñòâåííîìó

âû÷èñëåíèþ äèàãðàìì, ïîÿâëÿþùèõñÿ â íèçøèõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òåîðèþ (1.6) âî âíåøíåì ïîëå (ãðàâèòàöèîííîì èëè ýëåê-

òðîìàãíèòíîì), êîòîðîå êàê-òî äåôîðìèðîâàëî ñâîáîäíóþ òåîðèþ. Äëÿ óïðîùåíèÿ

áóäåì ñ÷èòàòü äàííóþ äåôîðìàöèþ ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíîé. Òîãäà ðàçëîæå-

íèå ïî ãàðìîíèêàì áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä:

φ (t, ~x) =

∫
d3p

(2π)3

[
apgp(t)e

ipx + a†pg
∗
p(t)e

−ipx] . (1.27)

Ãäå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ap, a
†
p óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíîé àëãåáðå

Ãåéçåíáåðãà [ap, a
†
q] = (2π)3 δ3(p − q), à ãàðìîíèêà hp(x, t) = gp(t)e

ipx óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Êëåéíà-Ãîðäîíà:

[
�+m2

]
hp(x, t) = 0. (1.28)
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Îïåðàòîð èìïóëüñà, ñîïðÿæåííûé ïîëþ φ, âî âíåøíåì îäíîðîäíîì ãðàâèòàöèîííîì

ïîëå âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì ÷åðåç ïîëå φ:

π(x, t) =
√
gg00(t)∂0φ(x, t). (1.29)

Ðàññìîòðèì, êàê íóæíî íîðìèðîâàòü ãàðìîíèêè gp(t), ÷òîáû âûïîëíÿëèñü îä-

íîâðåìåííî êàíîíè÷åñêèå êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ñî-

îòíîøåíèÿ â àëãåáðå Ãåéçåíáåðãà:

iδ3 (~x− ~y) = [φ(x, t), π(y, t)] =

∫
d3p

(2π)3

√
gg00

[
gpġ
∗
p − ġpg∗p

]
eip(x−y). (1.30)

Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó íîðìèðîâî÷íîìó óñëîâèþ íà ãàðìîíèêè:

√
gg00

(
ġpg
∗
p − gpġ∗p

)
= i. (1.31)

Ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü äàííóþ ôîðìóëó äëÿ ïîëíîé ãàðìîíèêè hp(x, t) = gp(t)e
ipx

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∫
d3x
√
gg00

[
ḣph

∗
q − hpḣ∗q

]
= iδ3(p− q). (1.32)

È çàìå÷àÿ, ÷òî d3x
√
gg00 = dΣ0, ãäå Σ - åñòü ïîâåðõíîñòü t = t0, ìû ìîæåì çàïèñàòü

óñëîâèå íîðìèðîâêè â èíâàðèàíòíîé ôîðìå:∫
dΣµ

[
(∂µhp)h

∗
q − hp

(
∂µh

∗
q

)]
= iδ3(p− q). (1.33)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííûé èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïîâåðõíîñòè Σ. Äåéñòâèòåëü-

íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé íåêîòîðîé îáëàñòè

M, Σ = ∂M. Òîãäà ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ñòîêñà ìîæíî ïîëó÷èòü∫
∂M

dΣµ
[
(∂µhp)h

∗
q − hp

(
∂µh

∗
q

)]
=

∫
M

√
g d4x∇µ

[
(∂µhp)h

∗
q − hp

(
∂µh

∗
q

)]
=

=

∫
M

√
g d4x

[
m2hph

∗
q −m2hph

∗
q

]
= 0, (1.34)

ãäå íà ïîñëåäíåì øàãå ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà, êîòîðîìó óäî-

âëåòâîðÿþò ãàðìîíèêè hp(x, t). Èç-çà ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè óäîáíî ïåðå-

ïèñàòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó Êåëäûøà-Øâèíãåðà â ïðîñòðàíñòâåííî èìïóëüñíîì

ïðåäñòàâëåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîïàãàòîðû çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíèöû ïðîñòðàí-

ñòâåííûõ êîîðäèíàò G∗(x, t1, y, t2) = G∗(x− y, t1, t2), ïîýòîìó ìîæíî ñäåëàòü ïðåîá-

ðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ðàçíèöå ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïðîïàãàòîðà. Ïðîïàãà-

òîðû (1.10) äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ òîãäà áóäóò çàïèñûâàòüñÿ â ñëåäóþùåé
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ôîðìå:

G−−0 (p, t1, t2) = ḡp(t1)gp(t2)θ(t1 − t2) + gp(t1)ḡp(t2)θ(t2 − t1),

G++
0 (p, t1, t2) = ḡp(t1)gp(t2)θ(t2 − t1) + gp(t1)ḡp(t2)θ(t1 − t2),

G+−
0 (p, t1, t2) = ḡp(t1)gp(t2),

G−+
0 (p, t1, t2) = gp(t1)ḡp(t2). (1.35)

Áîëåå òîãî, â âåðøèíå òîãäà ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîð-

äèíàòàì è ïîëó÷èòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà

±iλ
∫
d3xeiPx = ±i (2π)3 λδ(3) (P ) , (1.36)

Ãäå P - ñóììà âñåõ èìïóëüñîâ, êîòîðûå âòåêàþò â âåðøèíó.

Ïåðâàÿ ïîïðàâêà â òåîðèè λφ4 âûãëÿäèò êàê âñòàâêà ìàññîâîãî îïåðàòîðà:

M2
±(~x, t) =

±, t
=

∫
d3p

(2π)3 gp(t)g
∗
p(t).

Ñëåäîâàòåëüíî îíà íå äîëæíà ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ çàñåëåííîñòè óðîâíåé è àíî-

ìàëüíûõ êâàíòîâûõ ñðåäíèõ. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âñòàâêà ýòîãî îïåðàòîðà äåé-

ñòâèòåëüíî ïåðåíîðìèðóåò ìàññó. Äëÿ ýòîãî ïðîñóììèðóåì âñå âêëàäû, êîòîðûå

äàåò ýòîò îïåðàòîð, ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà:

G++
1 (~x, t1, ~y, t2) = G++

0 (~x, t1, ~y, t2) + (1.37)

i

∫
d3~zdt3M

2(t3)

[
G++

0 (~x, t1, ~z, t3)G++
1 (~z, t3, ~y, t2)−G+−

0 (~x, t1, ~z, t3)G−+
1 (~z, t3, ~y, t2)

]
.

Äàííîå óðàâíåíèå óäîáíî çàïèñàòü ïðè ïîìîùè Êåëäûøåâñêîé äèàãðàììíîé òåõ-

íèêè:
−, x, t1 −, y, t2

=
−, x, t1 −, y, t2

+

+iλ
−, x, t1 −, y, t2+, z

− iλ
−, x, t1 −, y, t2−, z

.
Ãäå æèðíîé ëèíèåé ìû îáîçíà÷àëè òî÷íûå ïðîïàãàòîðû G±±1 (~x, t1, ~y, t2).

Ïîäåéñòâóåì îïåðàòîðîì �~x,t1 íà (1.37), ãäå �~x,t1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îïåðà-

òîð Êëåéíà-Ãîðäîíà, êàê â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (1.22)-

(1.23) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òîæäåñòâî:

�~x,t1G
++
1 (~x, t1, ~y, t2) = iδ (~x− ~y) δ(t1 − t2)−

−
∫
d3~zdt3δ (~x− ~z) δ(t1 − t3)M2(t3)G++

1 (~z, t3, ~y, t2) . (1.38)
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Ïî ïåðåìåííûì ~z, t ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü è ìû ïîëó÷àåì:

[
�~x,t1 +M2(t1)

]
G++

1 (~x, t1, ~y, t2) = iδ (~x− ~y) δ(t1 − t2). (1.39)

Ýòî ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïåðåíîðìèðîâêó ìàññû â óðàâíåíèè íà G++
1

m2
0 → m2

0 +M2(t1). Â ëþáîì ñëó÷àå òàêîé âêëàä íå âåäåò ê ñåêóëÿðíîìó ðîñòó ïðè

t1 + t2 → ∞. Äëÿ äðóãèõ ïðîïàãàòîðîâ óðàâíåíèÿ ìîäèôèöèðóþòñÿ àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì:

[
�+M2(t)

]
G±∓ (~x, t1, ~y, t2) = 0, (1.40)[

�+M2(t)
]
G−− (~x, t1, ~y, t2) = −iδ3(~x− ~y)δ(t1 − t2). (1.41)

Óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ è ïðè âû÷èñëåíèè âûñøèõ ïî-

ïðàâîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó, îïèñàííóþ âûøå, ìîæíî âñå

ðàñõîäèìîñòè ïðîñóììèðîâàòü è ïîëó÷èòü, ÷òî îíè ìîãóò áûòü ñîáðàííû â âèäå

ïåðåíîðìèðîâîê êîíñòàíò ñâÿçè, ïîëåé è ìàññ. Ìû æå â äàëüíåéøåì áóäåì èçó÷àòü

ïîäðîáíî ïðîáëåìó èíôðàêðàñíûõ ðàñõîäèìîñòåé è âêëàäîâ.

1.4.2 Äâóõïåòëåâàÿ ïîïðàâêà

Ïîñìîòðèì íà ñëåäóþùèé ïîðÿäîê òåîðèè âîçìóùåíèé è ðàññìîòðèì ïîïðàâêó

ê ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà. Äâóõïåòëåâàÿ äèàãðàììà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

∆2G
K =

∑
σ,σ3,σ4=± p2

p1

p3

σ, t1 σ, t2σ3, t3 σ4, t3
.

(1.42)
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Ðàñïèñûâàÿ ÿâíûì îáðàçîì äàííîå âûðàæåíèå ÷åðåç ïðîïàãàòîðû DK,R,A, ìû ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ äâóõïåòëåâîé ïîïðàâêè ê ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà:

∆2D
K(x1, x4) =

λ2

6

∫ ∞
t0

∫ ∞
t0

dt2dt3dx2dx3[
3DK

0 (x1, x2) DK
0 (x2, x3) DK

0 (x2, x3) DA
0 (x2, x3) DA

0 (x3, x4)−

− 1

4
DK

0 (x1, x2) DA
0 (x2, x3) DA

0 (x2, x3) DA
0 (x2, x3) DA

0 (x3, x4)−

− 3

4
DR

0 (x1, x2) DK
0 (x2, x3) DA

0 (x2, x3) DA
0 (x2, x3) DA

0 (x3, x4) +

+DR
0 (x1, x2) DK

0 (x2, x3) DK
0 (x2, x3) DK

0 (x2, x3) DA
0 (x3, x4) +

+ 3DR
0 (x1, x2) DK(x2, x3) DK

0 (x2, x3) DR
0 (x2, x3) DK

0 (x3, x4)−

− 1

4
DR

0 (x1, x2) DR
0 (x2, x3) DR

0 (x2, x3) DR
0 (x2, x3) DK

0 (x3, x4)−

− 3

4
DR

0 (x1, x2) DK
0 (x2, x3) DR

0 (x2, x3) DR
0 (x2, x3) DA

0 (x3, x4)

]
. (1.43)

Ãäå t0 � ìîìåíò âðåìåíè, ïîñëå êîòîðîãî ïðîèñõîäèò àäèàáàòè÷åñêîå âêëþ÷åíèå

âçàèìîäåéñòâèÿ λφ4. Èëè ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ïðîïàãàòîðîâ,
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ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

∆2D
K(p, t1, t2) =

−λ
2

12

∞∫
t0

√
g3dt3

∞∫
t0

√
g4dt4

d3p1d
3p2d

3p3

(2π)9
δ3(p+ p1 + p2 + p3)

[
(gp (t3) ḡp (t1) θ (t3 − t1) + gp (t1) ḡp (t3) θ (t1 − t3))

(gp (t4) ḡp (t2) θ (t4 − t2) + gp (t2) ḡp (t4) θ (t2 − t4))

(gp1 (t4) ḡp1 (t3) θ (t4 − t3) + gp1 (t3) ḡp1 (t4) θ (t3 − t4))

(gp2 (t4) ḡp2 (t3) θ (t4 − t3) + gp2 (t3) ḡp2 (t4) θ (t3 − t4))

(gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t4 − t3) + gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t3 − t4))

+gp (t3) ḡp (t1) gp (t4) ḡp (t2)

(gp1 (t4) ḡp1 (t3) θ (t3 − t4) + gp1 (t3) ḡp1 (t4) θ (t4 − t3))

(gp2 (t4) ḡp2 (t3) θ (t3 − t4) + gp2 (t3) ḡp2 (t4) θ (t4 − t3))

(gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t3 − t4) + gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t4 − t3))

−2 (gp (t3) ḡp (t1) θ (t3 − t1) + gp (t1) ḡp (t3) θ (t1 − t3))

gp (t4) ḡp (t2) gp1 (t4) ḡp1 (t3) gp2 (t4) ḡp2 (t3) gp3 (t4) ḡp3 (t3)

+ (gp (t3) ḡp (t2) θ (t3 − t2) + gp (t2) ḡp (t3) θ (t2 − t3))

(gp (t4) ḡp (t1) θ (t4 − t1) + gp (t1) ḡp (t4) θ (t1 − t4))

(gp1 (t4) ḡp1 (t3) θ (t4 − t3) + gp1 (t3) ḡp1 (t4) θ (t3 − t4))

(gp2 (t4) ḡp2 (t3) θ (t4 − t3) + gp2 (t3) ḡp2 (t4) θ (t3 − t4))

(gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t4 − t3) + gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t3 − t4))

+gp (t3) ḡp (t2) gp (t4) ḡp (t1)

(gp1 (t4) ḡp1 (t3) θ (t3 − t4) + gp1 (t3) ḡp1 (t4) θ (t4 − t3))

(gp2 (t4) ḡp2 (t3) θ (t3 − t4) + gp2 (t3) ḡp2 (t4) θ (t4 − t3))

(gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t3 − t4) + gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t4 − t3))

−2 (gp (t3) ḡp (t2) θ (t3 − t2) + gp (t2) ḡp (t3) θ (t2 − t3))

gp (t4) ḡp (t1) gp1 (t4) ḡp1 (t3) gp2 (t4) ḡp2 (t3) gp3 (t4) ḡp3 (t3) + h.c.

]
. (1.44)

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, äàííóþ ôîðìóëó ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê ïîïðàâêè ê çà-

ñåëåííîñòÿì óðîâíåé npp′(t) è àíîìàëüíûì êâàíòîâûì ñðåäíèì κpp′(t),κ∗pp′(t) ïðè
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ïîìîùè ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ:

∆2G
K(x, t, y, t) = (1.45)

=

∫
d3pd3p′

[
〈Ψ| a†pap′ |Ψ〉 (t)ḡp(x, t)gp′(y, t) + 〈Ψ| apap′ |Ψ〉 (t)gp(x, t)gp′(y, t)

]
+ h.c.,

ãäå np,p′(t1, t2) = 〈Ψ|U(t0, t1)a†pU(t1, t2)ap′U(t2, t0) |Ψ〉 ,

κp,p′(t1, t2) = 〈Ψ|U(t0, t1)apU(t1, t2)ap′U(t2, t0) |Ψ〉 ,

κ∗p,p′(t1, t2) = 〈Ψ|U(t0, t1)a†pU(t1, t2)a†p′U(t2, t0) |Ψ〉 .

Òàê êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñèñòåìà è ñîñòîÿíèå îäíîðîäíû ïî ïðîñòðàíñòâó, òî

âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Òîãäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîïðàâêè ê

np,p′(t) è κp,p′(t) äèàãîíàëüíû ïî èìïóëüñàì

np,p′(t1, t2) = δ(p− p′)np(t1, t2), κp,p′(t1, t2) = δ(p+ p′)κp(t1, t2), (1.46)

è äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ np,p′(t), ïîëó÷åííîå èç (1.44) è (1.45), óñòàíàâëè-

âàåò, ÷òî îíî äåéñòâèòåëüíî ïðîïîðöèîíàëüíî äåëüòà-ôóíêöèè δ(p− p′), ãäå:

np(t1, t2) = −λ
2

12

∞∫
t0

√
g3dt3

∞∫
t0

dt4
√
g4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ3 (p− p1 − p2 − p3)×

×
[
gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t4) ḡp1 (t3) gp2 (t4) ḡp2 (t3) gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t4 − t3) θ (t3 − t1) θ (t2 − t4) +

+gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t3 − t4) θ (t3 − t1) θ (t2 − t4) +

+ḡp (t3) gp (t4) gp1 (t4) ḡp1 (t3) gp2 (t4) ḡp2 (t3) gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t4 − t3) θ (t2 − t3) θ (t4 − t2) +

+ḡp (t3) gp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t3 − t4) θ (t2 − t3) θ (t4 − t1)−

−2ḡp (t3) gp (t4) gp1 (t4) ḡp1 (t3) gp2 (t4) ḡp2 (t3) gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t2 − t3)

]
.

Â ïîñëåäíèõ òðåõ ÷ëåíàõ ìû ìåíÿåì ìåñòàìè ïåðåìåííûå t3 è t4 è ïîñëå óïðîùåíèé

ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:

np(t1, t2) = −λ
2

6

∫ ∞
t0

√
g3dt3

∫ ∞
t0

dt4
√
g4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ (p− p1 − p2 − p3)×

×
[
gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t4) ḡp1 (t3) gp2 (t4) ḡp2 (t3) gp3 (t4) ḡp3 (t3) θ (t4 − t3) θ (t3 − t1) θ (t2 − t4) +

+gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t3 − t4) θ (t3 − t1) θ (t2 − t4)−

−gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4) θ (t− t4)

]
.
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Êàê îáñóæäàëîñü âûøå ìû èíòåðåñóåìñÿ ïðåäåëîì áîëüøèõ âðåìåí, êîãäà t1 +t2 →
∞ ïîýòîìó ìû ïîëîæèì, ÷òî t1 = t2 = t = t1+t2

2
, à |t1 − t2| = const òàê êàê ìû

èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ëèäèðóþùèìè âêëàäàìè â îáñóæäàåìîì ïðåäåëå. Èñïîëüçóÿ

òî, ÷òî θ (t3 − t4) θ (t− t3) θ (t4 − t) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå t > t3 > t4 > t, ÷òî î÷åâèäíî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, ìû óáèðàåì

ïåðâûé ÷ëåí:

np(t) = −λ
2

6

t∫
t0

√
g3dt3

t∫
t0

√
g4dt4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ (p− p1 − p2 − p3)×

×gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4)×

×
[
θ (t3 − t4) θ (t3 − t) θ (t− t4)− θ (t− t4)

]
.

Èç ïðîèçâåäåíèÿ òåòà-ôóíêöèé θ(t3−t)θ(t−t4) ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ýòî ïðîèçâåäåíèå

îòëè÷íî îò íóëÿ òîëüêî åñëè t3 > t > t4, ÷òî âåäåò ê ðàâåíñòâó t3 > t4 ⇒ θ(t3 −
t4) ≡ 1, è ñëåäîâàòåëüíî â ïåðâîì ÷ëåíå ìîæíî ñïîêîéíî óáðàòü θ(t3− t4). Â èòîãå,

èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî 1− θ(x) = θ(−x), ìû ïîëó÷àåì:

np(t) =
λ2

6

t∫
t0

√
g3dt3

t∫
t0

√
g4dt4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ (p− p1 − p2 − p3)×

×gp (t3) ḡp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4) . (1.47)

Ïðîèçâåäåì àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ àíîìàëüíîãî êâàíòîâîãî ñðåäíåãî. Ïåò-

ëåâàÿ ïîïðàâêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

κp(t1, t2) = −λ
2

3

t∫
t0

√
g3dt3

t∫
t0

√
g4dt4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ(p− p1 − p2 − p3)

ḡp(t3)ḡp(t4)gp1(t4)ḡp1(t3)gp2(t4)ḡp2(t3)gp3(t4)ḡp3(t3)[
θ(t− t3)θ(t− t4)θ(t4 − t3) + θ(t3 − t)θ(t4 − t)θ(t3 − t4) + θ(t4 − t3)− θ(t4 − t)

]
.

Ýòî âûðàæåíèå ìîæíî óïðîñèòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî òîæäåñòâà äëÿ òåòà-

ôóíêöèé:

θ(−x)θ(−y) = 1− θ(x)− θ(y) + θ(x)θ(y).
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Òîãäà:

κp(t1, t2) = −λ
2

3

t∫
t0

√
g3dt3

t∫
t0

√
g4dt4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ(p− p1 − p2 − p3)

ḡp(t3)ḡp(t4)gp1(t4)ḡp1(t3)gp2(t4)ḡp2(t3)gp3(t4)ḡp3(t3)[
θ(t− t3)θ(t− t4)θ(t4 − t3)− θ(t4 − t)θ(t− t3) + θ(t4 − t)θ(t− t3)θ(t4 − t3)+

+θ(t4 − t3)− θ(t4 − t)θ(t4 − t3)

]
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî θ(t4 − t)θ(t− t3)θ(t4 − t3)− θ(t4 − t)θ(t− t3) = 0, òàê êàê îíè îáà

íå ðàâíû íóëþ êîãäà t4 > t > t3 è, èñïîëüçóÿ åù¼ ðàç òîæäåñòâî θ(−x) = 1− θ(x),

ìû ïîëó÷àåì:

κp(t1, t2) = −λ
2

3

t∫
t0

√
g3dt3

t∫
t0

√
g4dt4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ(p− p1 − p2 − p3)

ḡp(t3)ḡp(t4)gp1(t4)ḡp1(t3)gp2(t4)ḡp2(t3)gp3(t4)ḡp3(t3)[
θ(t− t3)θ(t− t4)θ(t4 − t3) + θ(t− t4)θ(t4 − t3)

]
.

È òàê êàê θ(t− t3)θ(t− t4)θ(t4− t3) = θ(t− t4)θ(t4− t3), ìû ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíóþ

ôîðìóëó äëÿ κp(t):

κp(t) = −2λ2

3

t∫ √
g3dt4

t4∫
dt3
√
g4

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ (p− p1 − p2 − p3)×

×ḡp (t3) ḡp (t4) gp1 (t3) ḡp1 (t4) gp2 (t3) ḡp2 (t4) gp3 (t3) ḡp3 (t4) . (1.48)

Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî è îòñóòñòâèÿ âíåøíèõ ïî-

ëåé (òî åñòü êîãäà ãàðìîíèêè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè gp(t) = 1√
2ε(p)

e−iε(p)t ).

np(t) è κp(t) òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëîæèì
√
g ≡ 1 è ñäåëàåì

çàìåíó ïåðåìåííûõ T = t3+t4
2
, τ = t3 − t4 â (1.47) è (1.48), òîãäà:

np(t) =
λ2

6

t∫
t0

dT

∞∫
−∞

dτ

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ (p− p1 − p2 − p3)

ei(ε(p)+ε(p1)+ε(p2)+ε(p3))τ

16ε(p)ε(p1)ε(p2)ε(p3)
,

κp(t) = −2λ2

3

t∫
t0

dT
e−2iε(p)T

2ε(p)

0∫
−∞

dτ

∫
d3p1d

3p2d
3p3

(2π)9
δ (p− p1 − p2 − p3)

ei(ε(p1)+ε(p2)+ε(p3))τ

8ε(p1)ε(p2)ε(p3)
.

Ãäå ìû ðàñøèðèëè îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé τ íà âñþ ÷èñëîâóþ îñü,

òàê êàê èíòåãðàë ïî τ áûñòðî ñõîäèòñÿ èç-çà áûñòðûõ îñöèëëÿöèé ïîäûíòåãðàëüíîé
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ôóíêöèè. Êàê âèäíî â ñëó÷àå np(t) ïîñëå âçÿòèÿ èíòåãðàëà ïî τ âîçíèêàåò äåëüòà-

ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ε(p) + ε(p1) + ε(p2) +

ε(p3) = 0, ÷òî íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî, òàê êàê ýíåðãèè óðîâíåé ïîëîæèòåëüíû

ε =
√
p2 +m2 > m > 0, è ñëåäîâàòåëüíî çàñåëåííîñòü óðîâíåé ýíåðãèé íå ïîëó÷àåò

íèêàêèõ ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì âêëàäîâ. Â ñëó÷àå κp(t) âñå åù¼ âîçìîæåí ðîñò, íî

â ïðåäåëå t→ +∞ èíòåãðàë ïî T ìîæíî âçÿòü è ïîëó÷èòü:

∆κp = κp(+∞)− κp(−∞) ∝ δ(ε(p)).

Íî îïÿòü ýíåðãèÿ ïîëîæèòåëüíàÿ, è ñëåäîâàòåëüíî δ(ε(p)) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî

íåò íèêàêîãî ðîñòà è äëÿ àíîìàëüíîãî êâàíòîâîãî ñðåäíåãî κp.

Ôîðìóëû (1.47) è (1.48) ñðàçó æå ìîãóò áûòü îáîáùåííû íà ñëó÷àé, êîãäà ñèñòå-

ìà íå îáëàäàåò ïðîñòðàíñòâåííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Ïóñòü ñíîâà p � ïðîèçâîëüíûé

èíäåêñ, êîòîðûé íóìåðóåò ãàðìîíèêè ñèñòåìû gp(x, t) è íåîáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ èì-

ïóëüñîì. Òîãäà âñå ïðåäûäóùèå âûêëàäêè íå ìåíÿþòñÿ è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå

âûðàæåíèÿ:

npp′(t) =
λ2

3

t∫
t0

d4x3

t∫
t0

d4x4gp(x3, t3)ḡp′(x4, t4)

∫ 3∏
i=1

dpigpi(x3, t3)ḡpi(x4, t4), (1.49)

κpp′(t) = −2λ2

3

t∫
t0

dt4dx4

t4∫
t0

dt3dx3gp(x3, t3)ḡp′(x4, t4)

∫ 3∏
i=1

dpigpi(x3, t3)ḡpi(x4, t4).

(1.50)

Ýòè ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî äèàãðàììíàÿ òåõíèêà Êåëäûøà-Øâèíãåðà ïðè÷èí-

íà. Äåéñòâèòåëüíî, âåñü âêëàä ê ôóíêöèÿì npp′(t),κpp′(t) èäåò îò îáëàñòè âðåìåí

ïðåäøåñòâóþùèõ ìîìåíòó âðåìåíè t.

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì íå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî

èëè íå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, òî òîãäà ïðîïàãàòîðû è ãàðìîíèêè áóäóò äðóãèìè è

ìîãóò âîçíèêíóòü ñëåäóþùåãî âèäà ïîïðàâêè:

np(t) ∝ λ2t, κp(t) ∝ λ2t. (1.51)

Ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî õîòÿ êîíñòàíòà ñâÿçè ìîæåò áûòü î÷åíü ìàëåíüêîé λ� 1,

íî ïîïðàâêà ìîæåò îêàçàòüñÿ î÷åíü áîëüøîé, ò.ê. îíà ðàñòåò ñî âðåìåíåì êàê λ2t. È

äëÿ âðåìåí t & 1
λ2
ïîïðàâêà ñòàíåò òîãî æå ïîðÿäêà ÷òî è äðåâåñíûé îòâåò. Ïîõîæàÿ

ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò è ïðè îáû÷íûõ óëüòðàôèîëåòîâûõ ïåðåíîðìèðîâêàõ. Ê ïðèìå-

ðó, èçâåñòíî, ÷òî ïîïðàâêà ê êîíñòàíòå ñâÿçè â ñêàëÿðíîé òåîðèè ïîëÿ ñ âçàèìîäåé-

ñòâèåì λφ4 âåäåò ñåáÿ êàê λ(p) = λ(µ) + 3
16π2λ

2 log
(
p
µ

)
. Ïîýòîìó äëÿ î÷åíü áîëüøèõ
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èìïóëüñîâ λ2 log
(
p
µ

)
ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøîé âåëè÷èíîé, è òåîðèÿ âîçìóùåíèé

ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé. Äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòîäîâ ðåíîð-

ìàëèçàöèîííîé ãðóïïû, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé, íàïðèìåð, ñóììèðóþò ëèäèðóþùèå

ïîïðàâêè âèäà λ2n logn
(
p
µ

)
è ïîëó÷àþò êîíå÷íûé îòâåò. Â íàøåì ñëó÷àå ìû òîæå

ïðîñóììèðóåì ëèäèðóþùèå âêëàäû èäóùèå ñ âûñøèõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùå-

íèé âèäà λ2ntn, ïðåíåáðåãàÿ ïîäàâëåííûìè âêëàäàìè âèäà λ2n+mtn.

1.5 Âûâîä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

1.5.1 Âûâîä ÷åðåç óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà

Êàê áûëî îáúÿñíåíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû äîëæíû ïðîñóììèðîâàòü

ëèäèðóþùèå âêëàäû âîçíèêàþùèå âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòî ìî-

æåò áûòü ñäåëàíî ïðè ïîìîùè ñèñòåìû óðàâíåíèé Äàéñîíà-Øâèíãåðà [14]. Äàííàÿ

ñèñòåìà ñîäåðæèò óðàâíåíèÿ íà ïðîïàãàòîðû è âåðøèíû. Èç-çà ýòîãî îíà ÿâëÿåòñÿ

ñëîæíîé è íåò ìåòîäîâ, êîòîðûå ïîçâîëè áû ðåøàòü å¼ â îáùåì âèäå. Íî òàê êàê

ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî ëèäèðóþùèìè âêëàäàìè, òî ýòó ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî

óïðîñòèòü. Ê ïðèìåðó, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåò ïîïðàâîê âèäà λ2t ê ÷åòûðåõòî-

÷å÷íîìó ïðîïàãàòîðó, òî ìîæíî íå ïèñàòü óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà íà âåðøè-

íó. Àíàëîãè÷íî, êàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ïðîïàãàòîðû D
R
A

íå ìîãóò ïîëó÷èòü ñåêóëÿðíî ðàñòóùèõ âêëàäîâ â ïðåäåëå t1 + t2 → +∞. Ïîýòîìó

ìîæíî íå ïèñàòü óðàâíåíèå Äàéñîíà-Øâèíãåðà íà çàïàçäûâàþùèé è îïåðåæàþùèé

ïðîïàãàòîð. Òàêæå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ óëüòðàôèîëåòîâî ïåðåíîðìèðîâàííîé

òåîðèåé, â êîòîðîé ìû çàìåíèëè âñå êîíñòàíòû ñâÿçè è ìàññû íà ôèçè÷åñêèå, òî

åñòü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîñóììèðîâàíû âñå óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè. Ñëåäî-

âàòåëüíî, èç áîëüøîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Äàéñîíà-Øâèíãåðà îñòàåòñÿ òîëüêî îäíî
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óðàâíåíèå íà ïðîïàãàòîð Êåëäûøà

DK(x1, x4) = DK
0 (x1, x4) +

λ2

6

∫
dt2dt3dx2dx3[

3DK(x1, x2)DK(x2, x3)DK(x2, x3)DA
0 (x2, x3)DA

0 (x3, x4)−

− 1

4
DK(x1, x2)DA

0 (x2, x3)DA
0 (x2, x3)DA

0 (x2, x3)DA
0 (x3, x4)−

− 3

4
DR

0 (x1, x2)DK(x2, x3)DA
0 (x2, x3)DA

0 (x2, x3)DA
0 (x3, x4) +

+DR
0 (x1, x2)DK(x2, x3)DK(x2, x3)DK(x2, x3)DA

0 (x3, x4) +

+ 3DR
0 (x1, x2)DK(x2, x3)DK(x2, x3)DR

0 (x2, x3)DK(x3, x4)−

− 1

4
DR

0 (x1, x2)DR
0 (x2, x3)DR

0 (x2, x3)DR
0 (x2, x3)DK(x3, x4)−

− 3

4
DR

0 (x1, x2)DK(x2, x3)DR
0 (x2, x3)DR

0 (x2, x3)DA
0 (x3, x4)

]
. (1.52)

Óðàâíåíèå (1.52) ìû áóäåì ðåøàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé ïîäñòàíîâêè äëÿ òî÷-

íîãî ïðîïàãàòîðà Êåëäûøà:

DK(x1, x2) =

∫
d3p

(2π)3

d3p′

(2π)3

[(
1

2
δpp′ + npp′

(
t1 + t2

2

))
gp(x1)ḡp′(x2)+

+κpp′
(
t1 + t2

2

)
gp(x1)gp′(x2) + h.c.

]
. (1.53)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ó íàñ åñòü íåäèàãîíàëüíûå npp′(t) è κpp′(t). Òàê êàê ìû âûâî-

äèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå èç óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà íà ïðîïàãàòîðû, òî

ïîëó÷åííîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ êîâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî Áîãîëþ-

áîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé gp(t) → g̃p(t), npp′(t) → ñpp′(t),κpp′ → κ̃pp′(t). Â íåêîòîðûõ

ñëó÷àÿõ ìîæíî ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà ê ïðàâèëüíûì ãàðìîíèêàì è

âàêóóìó â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì, òàê ÷òî â èòîãå ìîæíî ïîëîæèòü àíîìàëüíîå

êâàíòîâîå ñðåäíèå ðàâíûì íóëþ. Ìû òîæå ïðåäïîëîæèì, ÷òî κpp′(t) = 0. Â îáùåì

ñëó÷àå àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíèå îòëè÷íî îò íóëÿ κpp′(t) 6= 0. Äëÿ òîãî, ÷òî

áû îáîñíîâàòü óïðîùåíèå κpp′(t) = 0 ïðè t → +∞ íåîáõîäèìî íàïèñàòü ëèíåà-

ðèçîâàííîå óðàâíåíèå íà κλ,λ′(t) è ïðîâåðèòü, ÷òî àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíåå

óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì

áóäóùåì. Òî åñòü íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå κpp′(t) = 0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì

ïî êðàéíå ìåðå îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé.

Ìû áóäåì ðàáîòàòü â êèíåòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè, êîãäà npp′(t) ÿâëÿþòñÿ ìåä-

ëåííûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè t ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàðìîíèêàìè. Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ
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àíçàö (1.53) â (1.52), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà npp′(t)
1:

npp′(t) = n0 pp′(t) +
λ2

6

∫
t2≤t

d4x2

∫
t3≤t

d4x3

∫
d3q

(2π)3

d3k

(2π)3

3∏
i=1

d3pi
(2π)3

d3p̃i
(2π)3

dp̃i gq(x2) ḡk(x3)×

×
{

3 δkp′ δpqD
ac
p1p̃1

(x2, x3)Dc
p2p̃2

(x2, x3)Dc
p3p̃3

(x2, x3) + δkp′ δpq

3∏
j=1

Dac
pj p̃j

(x2, x3)+

+ [θ(t2 − t3) δkp′ (δpq + 2npq) + δqp θ(t3 − t2) (δkp′ + 2nkp′)]× (1.54)

×
[

3∏
j=1

Dc
pj p̃j

(x2, x3) + 3Dc
p1p̃1

(x2, x3)Dac
p2p̃2

(x2, x3)Dac
p3p̃3

(x2, x3)

]}
.

Ãäå ìû ââåëè ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ äåëüòà-ôóíêöèè � δ(p − q) = δpq, àíòè-

êîììóòàòîðà îïåðàòîðà ïîëåé φ � Dac
αβ(x, y) = 1

2
δαβgα(x)g∗α(y) + nαβg

∗
α(x)gβ(y) + h.c.

è êîììóòàòîðà ïîëåé Dc
αβ(x, y) = δαβ[gα(x)g∗α(y)− gα(y)g∗α(x)]. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî

åñëè ìû â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïîëîæèì n ≡ 0, òî ïîñëå àëãåáðàè÷åñêèõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå, ñîâïàäàþùåå ñ äâóõïåòëåâûì îòâåòîì (1.49).

Óðàâíåíèå (1.54) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì (â ïðåíåáðåæåíèè âûñøèìè ïî-

ïðàâêàìè ïîäàâëåííûìè ïî êîíñòàíòå ñâÿçè). Äëÿ íà÷àëà ìû âûâåäåì êèíåòè÷å-

ñêîå óðàâíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî.

Ìû âûáèðàåì ãàðìîíèêè â âèäå ïëîñêèõ âîëí g~p(t, x) = e−iω(p)t+px√
2ω(p)

. Òîãäà n áóäåò

çàâèñåòü îò äâóõ èíäåêñîâ p, p′. npp′ ìîæíî ñâÿçàòü ñ îáû÷íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

np(x, t) =

∫
d3~q

(2π)3np+ q
2
,p− q

2
(t) exp

(
iq x− i

(
ω
(
p+

q

2

)
− ω

(
p− q

2

))
t
)
. (1.55)

Íàïîìíèì, ÷òî ìû ðàáîòàåì â êèíåòè÷åñêîì ïðåäåëå, ïîýòîìó ìû ñ÷èòàåì np(x, t)

äîñòàòî÷íî ìåäëåííîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé x ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàðìîíèêîé eipx. Ýòî

ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî npp′(t) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî êîãäà p ≈ p′. Ââèäó ýòîãî

ìîæíî ñïîêîéíî ìåíÿòü èíäåêñû q, k ,p è p′ ìåæäó ñîáîé. Âíà÷àëå ìû ñäåëàåì

äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå îò npp′(t) ê np(x, t) òîëüêî äëÿ âíóòðåííèõ ïðîïàãàòîðîâ.

Çàòåì ìû cäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ T = t2+t3
2
, τ = t2 − t3, X = x2+x3

2
, ρ = x2 − x3.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïî ρ è τ , ìû ïîëó÷èì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è èìïóëüñà.

1ß õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü Õàäè Ãîäàçãàðà çà ïîìîùü â âûâîäå äàííîãî óðàâíåíèÿ.
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Òîãäà âçÿâ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, ìû ïîëó÷èì:

∂

∂t
ñpp′(t) + i (ω (p)− ω (p′)) ñpp′(t) =

λ2

6

∫
d3q

(2π)3

∫
dxei(p−q)x

∫ 3∏
i=1

d3pi
(2π)32ωi

×

×
{
δ4 (P + p1 + p2 + p3)

[
(δqp′ + nqp′(t))

3∏
i=1

(1 + npi(x, t))− npp′(t)
3∏
i=1

npi(x, t)

]
+

+3δ4 (P − p1 + p2 + p3)×

×
[

(δqp′ + nqp′(t))np1(x, t)
3∏
i=2

(1 + npi(x, t))− npp′(t) (1 + np1(x, t))
3∏
i=2

npi(x, t)

]
+

+3δ4 (P + p1 − p2 − p3)×

×
[

(δqp′ + nqp′(t)) (1 + np1(x, t))
3∏
i=2

npi(x, t)− npp′(t)np1(x, t)
3∏
i=2

(1 + npi(x, t))

]
+

+δ4 (P − p1 − p2 − p3)

[
(δqp′ + nqp′(t))

3∏
i=1

npi(x, t)− npp′(t)
3∏
i=1

(1 + npi(x, t))

]}
.

(1.56)

Ãäå ìû ââåëè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå

δ(4) (P + p1 + p2 + p3) = δ(3)
(
~P + ~p1 + ~p2 + ~p3

)
δ (ω (P ) + ω(p1) + ω(p2) + ω(p3))

. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èç-çà íàëè÷èÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè â ðàçëè÷íûõ ïðî-

öåññàõ íå çàíóëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ÷ëåí, ñîîòâåòñòâóþùèé óïðóãîìó ðàññåÿíèþ îä-

íîãî êâàíòà ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà äðóãîì. Òîãäà:

∂

∂t
ñpp′(t) + i (ω (p)− ω (p′)) ñpp′(t) = (1.57)

=
λ2

2

∫
d3q

(2π)3

∫
dxei(p−q)~x

∫ 3∏
i=1

d3pi
(2π)32ωi

δ4 (P + p1 − p2 − p3)×

×
[

(δqp′ + nqp′(t)) (1 + np1(x, t))
3∏
i=2

npi(x, t)− npp′(t)np1(x, t)
3∏
i=2

(1 + npi(x, t))

]
.

Ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå ωi = ω(pi) ≈ ω(p′i) ≈ ω
(
Pi =

pi+p
′
i

2

)
. Äèôôåðåíöèàëü-

íûé îïåðàòîð â ëåâîé ÷àñòè ìîæåò áûòü ïðèâåäåí ê ñòàíäàðòíîìó, êîòîðûé ñòîèò

â îáû÷íîì êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè Áîëüöìàíà, ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ýíåðãèè îêîëî

öåíòðàëüíîãî çíà÷åíèÿ (ω (p)− ω (p′)) ≈ ∆p× ∂ω(p)
∂p

= ~v∆p. Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ Ôóðüå ïî ðàçíèöå èìïóëüñà â ôóíêöèè npp′(t) ìû ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð ∂
∂t
ñP (x, t) + ~v ∂

∂x
ñP (x, t), ãäå P = p+p′

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ q ≈ p′ + l â (1.57) è èíòåãðèðóÿ ïî q ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå
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èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

∂

∂t
ñP (r, t) + ~v

∂

∂~x
ñP (r, t) = (1.58)

λ2

2

∫ 3∏
i=1

d3pi
(2π)32ωi

δ4 (P + p1 − p2 − p3)×[
(1 + nP (x, t)) (1 + np1(x, t))

3∏
i=2

npi(x, t)− nP (x, t)np1(x, t)
3∏
i=2

(1 + npi(x, t))

]
.

1.5.2 Îïåðàòîðíûé ìåòîä

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå òàêæå ìîæíî âûâåñòè ïðè ïîìîùè òàê íàçûâàåìîãî

îïåðàòîðíîãî ìåòîäà [87],[16]. Åãî ñóòü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàïðÿìóþ âû÷èñëÿòü

ýâîëþöèþ îïåðàòîðà n̂pp′(t) = â†pâp′ . Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì êàê ðàáîòàåò ýòîò ìåòîä

ñíîâà íà ïðèìåðå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ôîíå ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî,

íî äëÿ óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê çàìåíèì ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿ λφ4

íà êóáè÷åñêèé λφ3. Ãàìèëüòîíèàí â äàííîì ñëó÷àå èìååò ñëåäóþùèé âèä (ìû óæå

ÿâíî ïîäñòàâèëè ðàçëîæåíèå ïîëÿ φ ïî ãàðìîíèêàì):

Ĥ =

∫
d3p

(2π)3
ω(~p)â†~pâ~p +

λ

3

∫
d3k1d

3k2d
3k3

2
√

2ω(k1)ω(k2)ω(k3)
× (1.59)

×
[

3δ
(
−~k1 + ~k2 + ~k3

)(
â†k1 âk2 âk3e

−i(−ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t + âk1 â
†
k2
â†k3e

−i(ω(k1)−ω(k2)−ω(k3))t
)

+

+δ
(
~k1 + ~k2 + ~k3

)(
âk1 âk2 âk3e

−i(ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t + â†k1 â
†
k2
â†k3e

i(ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t
)]

.

Ãäå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñòàíäàðòíîé àëãåáðå Ãåéçåí-

áåðãà
[
ap, a

†
q

]
= (2π)3 δ(p−q). Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå

íå ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì. Êîììóòèðóÿ n̂p = a†pap ñ (1.59) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùèå óðàâíåíèå íà np(t) = 〈n̂p(t)〉:
d

dt
np(t) = iλ

∫
d3k1d

3k2

2
√
ω(k1)ω(k2)ω(p)

× (1.60)[
− δ

(
−~p+ ~k1 + ~k2

){
〈â†pâk1 âk2〉 e−i(−ω(p)+ω(k1)+ω(k2))t − 〈âpâ†k1 â

†
k2
〉 e−i(−ω(p)+ω(k1)+ω(k2))t

}
+

+2δ
(
−~k1 + ~p+ ~k2

){
〈â†k1 âpâk2〉 e

−i(−ω(p)+ω(k1)+ω(k2))t − 〈âk1 â†pâ†k2〉 e
−i(−ω(k1)+ω(p)+ω(k2))t

}
+

+δ
(
~p+ ~k1 + ~k2

)(
〈âpâk1 âk2〉 e−i(ω(p)−ω(k1)+ω(k2))t + 〈â†pâ†k1 â

†
k2
〉 ei(ω(p)+ω(k1)+ω(k2))t

)]
.

Äàííîå óðàâíåíèå ïîëó÷èëîñü íåçàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî np(t). Â íåì ïîÿâèëèñü

íîâûå íåèçâåñòíûå ñðåäíèå 〈â†pâk1 âk2〉. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ñðåäíèõ ìû ïðîêîì-
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ìóòèðóåì èõ ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1.59) è, ÷òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó, ïîëó÷åííûå íî-

âûå ñðåäíèå âèäà 〈aq1 . . . a†p〉 áóäåì âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè òåîðåìû Âèêà, ñ÷èòàÿ

〈â†pâp′〉 (t) = (2π)3 δ(p − p′)np(t). Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèå íà òðåõ-

òî÷å÷íûå êîððåëÿòîðû:

d

dt
〈â†k1 âk2 âk3〉 =

−iλ√
2ω(k1)ω(k2)ω(k3)

δ
(
−~k1 + ~k2 + ~k3

)
e−i(−ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t×

[(1 + nk1)nk2nk3 − nk1 (1 + nk2) (1 + nk3)] . (1.61)

Àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå âîçíèêàåò è äëÿ ñîïðÿæåííîé âåëè÷èíû:

d

dt
〈âk1 â†k2 â

†
k3
〉 =

iλ√
2ω(k1)ω(k2)ω(k3)

δ
(
−~k1 + ~k2 + ~k3

)
ei(−ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t×

[(1 + nk1)nk2nk3 − nk1 (1 + nk2) (1 + nk3)] . (1.62)

Ñ÷èòàÿ ÷òî np(t) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé ôóíêöèåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ãàðìîíèêîé

e−iω(p)t+ipx, ìû ìîæåì ïðîèíòåãðèðîâàòü äàííûå óðàâíåíèÿ è íàéòè ÿâíî çíà÷å-

íèå ñðåäíåãî 〈âk1 â†k2 â
†
k3
〉. Â ðåçóëüòàòå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèè (1.60) âîçíèêàþò

ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

〈â†k1 âk2 âk3〉 e
−i(−ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t − 〈âk1 â†k2 â

†
k3
〉 ei(−ω(k1)+ω(k2)+ω(k3))t =

= − iλ√
ω(k1)ω(k2)ω(k3)

δ(−~k1 + ~k2 + ~k3)

t∫
t0

dt cos
[(
− ω(k1) + ω(k2) + ω(k3)

)
(t− t0)

]
×

× [(1 + nk1)nk2nk3 − nk1 (1 + nk2) (1 + nk3)] . (1.63)

Âçÿòèå èíòåãðàëà ïî t ïðèâåäåò ê ïîÿâëåíèþ äåëüòà-ôóíêöèè â ïðåäåëå t−t0 →∞,

êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó-

þùåå óðàâíåíèå íà np(t):

d

dt
n~p(t) = 4λ2

∫
d3k1d

3k2

(2π)6 8ω(k1)ω(k2)ω(p)
×{

δ4 (−p+ k1 + k2) [(1 + np)nk1nk2 − np(1 + nk1)(1 + nk2)] +

2δ4 (p− k1 + k2) [(1 + np)(1 + nk1)nk2 − npnk1(1 + nk2)]

}
, (1.64)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå δ4 (p− k1 + k2) = δ (ω(p)− ω(k1) + ω(k2)) δ3 (p− k1 + k2).

Òàê êàê ñïåêòð íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðåëÿòèâèñòñêèì, òî âîçìîæíû ëþáûå ïðî-

öåññû ðàññåÿíèÿ: óïðóãèå è íåóïðóãèå. Çàïðåùåí òîëüêî ïðîöåññ ðîæäåíèÿ ÷àñòèö
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èç âàêóóìà. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñòü íåäèàãîíàëüíûé ýëåìåíò npp′ , è ïðîäå-

ëàòü ïðîöåäóðó îïèñàííóþ â ýòîì ðàçäåëå, òî ìîæíî â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.64)

ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð êàê â (1.58).

1.6 Î âàæíîñòè âûáîðà ïðàâèëüíîãî îñíîâíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ïîëå â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ìèí-

êîâñêîãî è îáñóäèì êàêèå èíôðàêðàñíûå ýôôåêòû ìîãóò âîçíèêíóòü, åñëè íåïðà-

âèëüíî áûë âûáðàí âàêóóì äëÿ òåîðèè. Íà îñíîâàíèè ôèçè÷åñêîé èíòóèöèè, ìû

ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî ýòî ñîñòîÿíèå áóäåò ýâîëþöèîíèðîâàòü è ïåðåéäåò â íåêî-

òîðîå òåðìàëüíîå âîçáóæäåíèå íàä âàêóóìîì, ÷òî ìû è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèì

ïðè ïîìîùè ðàçâèòîé ðàíåå òåõíèêè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ ñêàëÿð-

íîãî ïîëÿ â ñâîáîäíîé òåîðèè ïîëÿ çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:[
�+m2

]
φ = 0. (1.65)

Ðàçëîæèâøèñü ïî ïëîñêèì âîëíàì φ(x, t) =
∫

dp
2π
gp(t) e

ipx, ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå

óðàâíåíèå íà gp(t): [
∂2
t + p2 +m2

]
gp(t) = 0.

Îáû÷íî âûáèðàþò ðåøåíèå â âèäå îäíîé ïëîñêîé âîëíû e−iω(p)t, ω(p) =
√
p2 +m2.

Êàê èçâåñòíî, ïðè äàëüíåéøåì êâàíòîâàíèè â äàííîì ñëó÷àå íåò íèêàêèõ ðàñ-

õîäèìîñòåé, êðîìå óëüòðàôèîëåòîâûõ. Äàâàéòå, îäíàêî, ìû âûáåðåì ñëåäóþùåå

ðåøåíèå äëÿ ãàðìîíèê:

gp(t) =
αe−iω(p)t + βeiω(p)t√

2ω(p)
. (1.66)

Êîýôôèöèåíòû α è β, â ïðèíöèïå, ìîãóò áûòü âûáðàíû çàâèñÿùèìè îò èìïóëüñà

p, íî äëÿ ïðîñòîòû ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêîé âûáîð. Ìû ðàñêëàäûâàåì

îïåðàòîðíîå ïîëå φ ïî ýòèì ãàðìîíèêàì:

φ =

∫
dp

2π

[
apgp(t)e

ipx + a†pg
∗
p(t)e

−ipx] . (1.67)

×òîáû ïîëå φ óäîâëåòâîðÿëî îáû÷íûì êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì [φ, π] =

iδ(x − y), ãäå π = ∂0φ, à îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ ap, a
†
p îáû÷íîé àëãåá-

ðå Ãåéçåíáåðãà [ap, a
†
q] = (2π) δ(p − q), êîýôôèöèåíòû α, β äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
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ñîîòíîøåíèþ |α|2 − |β|2 = 1. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîêîììóòèðóåì ïîëå φ ñ ñîïðÿæåí-

íûì åìó èìïóëüñîì π. Èñïîëüçóÿ àëãåáðó Ãåéçåíáåðãà è ðàçëîæåíèå ïîëÿ φ ïî

ãàðìîíèêàì, ïîëó÷àåì:

[φ(x), π(y)] =

∫∫
dpdq

(2π)2

{
[ap, aq]gp(t)∂tgq(t)e

ipx+iqy + [ap, a
†
q]gp(t)∂tg

∗
q (t)e

ipx−iqy+

+[a†p, a
†
q]e
−ipx−iqyg∗p(t)∂tg

∗
q (t) + [a†p, aq]g

∗
p(t)∂tgq(t)e

−ipx+iqy

}
=

=

∫
dp

2π

{
gp(t)∂tg

∗
p(t)− g∗p(t)∂tgp(t)

}
eip(x−y) = iδ(x− y), (1.68)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî gp(t) = g−p(t). ×òîáû âûïîëíÿëîñü (1.68) íåîáõîäèìî è

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü gp(t)∂tg
∗
p(t) − g∗p(t)∂tgp(t) = 1. Ïîäñòàâëÿÿ ãàðìîíèêè ìû

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå |α|2 − |β|2 = 1.

Íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòè ãàðìîíèêè íå äèàãî-

íàëèçóþò ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí. Äåéñòâèòåëüíî:

H =
1

2

∫
dx
[
(∂tφ)2 + (∂xφ)2 +m2φ2

]
=

1

2

∫
dx
[
(∂tφ)2 − φ∂2

t φ
]

=

1

2

∫
dp

2π

{
a†pap

(
∂tg
∗
p(t)∂tgp(t)− g∗p(t)∂2

t gp(t)
)

+

+a−pap
(
∂tgp(t)∂tgp(t)− gp(t)∂2

t gp(t)
)

+ h.c.
}

=

=
1

2

∫
dp

2π

{
ω(p)

(
|α|2 + |β|2

)
a†pap + 2αβ ω(p)apa−p + h.c.

}
, (1.69)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãàðìîíèêè gp(t). Ïîëó÷åííûé ãà-

ìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàí ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïðè ïîìîùè ïðåîáðà-

çîâàíèè Áîãîëþáîâà:

bp = αap + β∗a−p, (1.70)

ap = α∗bp − β∗b†−p. (1.71)

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîñ÷èòàåì çíà÷åíèå 〈a†pap〉 è 〈a−pap〉, ãäå óñðåä-
íåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ïðàâèëüíîìó âàêóóìó òåîðèè |0〉:

〈a†pap〉 = 〈
[
αb†p − βb−p

] [
α∗bp − β∗b†−p

]
〉 = |β|2 ,

〈apa−p〉 = 〈
[
α∗bp − β∗b†−p

] [
α∗b−p − β∗b†p

]
〉 = −α∗β∗. (1.72)

Ïîêà ÷òî ñåðüåçíûõ ïðîáëåì åù¼ íå âîçíèêëî, õîòÿ âû÷èñëåíèÿ áóäóò ñëîæ-

íåå, ìû ìîæåì ïðîäâèíóòüñÿ äàëüøå áåç âñÿêèõ çàòðóäíåíèé. Ê ïðèìåðó, äàâàéòå
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ðàññìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ôóíêöèÿ Âàéòìàíà â äàííîé ñèòóàöèè (|vac〉 âûáåðåì â

ñòàíäàðòíîì âèäå ap |vac〉 = 0, ∀p):

〈vac|φ(~x, t1)φ(~y, t2) |vac〉 =

∫
dp

2π
gp(t1)g∗p(t2)e−ip(x−y) = (1.73)

=

∫
dp

2π

1

2ω(p)

[
|α|2 e−iω(p)(t1−t2) + |β|2 eiω(p)(t1−t2)+

+αβ∗e−iω(p)(t1+t2) + α∗βeiω(p)(t1+t2)

]
e−ip(x−y) =

= |α|2Du (t1 − t2, x− y) + |β|2Du (t2 − t1, x− y) +

+αβ∗Du (t1 + t2, x− y) + α∗βDu (−t1 − t2, x− y) ,

ãäå Du(t, x) =

∫
dp

2π

1

2ω(p)
e−iω(p)(t1−t2)−ip(x−y) =

∫
d2p

(2π)2
δ
(
pµp

µ −m2
)
e−ipµx

µ

Ëåãêî ïîíÿòü ÷òî Du(t, x) = Du (t2 − x2), òàê êàê ôîðìóëà äëÿ íå¼ çàïèñàíà â

Ëîðåíö-èíâàðèàíòîé ôîðìå. Íî, êàê âèäíî èç ôîðìóëû (1.73), ôóíêöèÿ Âàéòìàíà

íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èíâàðèàíòíîãî ðàññòîÿíèÿ s2 = ∆xµ∆xµ . Ýòî óêàçûâàåò

íà òî, ÷òî âàêóóì |vac〉 íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû

Ïóàíêàðå.

Äîáàâèì ê ýòîé òåîðèè ñàìîäåéñòâèå λφ4

4!
è áóäåì âû÷èñëÿòü ïîïðàâêè ê çàñå-

ëåííîñòè óðîâíåé ýíåðãèè è àíîìàëüíîãî êâàíòîâîãî ñðåäíåãî. Õîòÿ ñîñòîÿíèå è íå

èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû Ïóàíêàðå, îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëü-

íî ïðîñòðàíñòâåííûõ ñäâèãîâ ~x → ~x + ~a. Ïîýòîìó àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíåå

è çàñåëåííîñòü óðîâíåé ýíåðãèè, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, äèàãîíàëüíû.

Ðàññìîòðèì äâóõïåòëåâûå ïîïðàâêè ê íèì (1.47)�(1.48):

np(t) =
λ2

6

t∫
t0

dt3

t∫
t0

dt4

∫
dq1

2π

dq2

2π
gp(t3)g∗p(t4)×

×gq1(t3)g∗q1(t4)gq2(t3)g∗q2(t4)gp−q1−q2(t3)g∗p−q1−q2(t4),

κp(t) = −λ
2

3

t∫
t0

dt3

t3∫
t0

dt4

∫
dq1

2π

dq2

2π
g∗p(t3)g∗p(t4)×

×gq1(t3)g∗q1(t4)gq2(t3)g∗q2(t4)gp−q1−q2(t3)g∗p−q1−q2(t4).

Ãäå t0 - ìîìåíò, ïîñëå êîòîðîãî àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷àåòñÿ ñàìîäåéñòâèå. Ñäåëàâ

ïðåîáðàçîâàíèå àíàëîãè÷íûå ïðîäåëàííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû ïîëó÷à-
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åì:

np(t) = λ2(t− t0)
|αβ|4

16ω(p)

∫
dq1dq2

2π

δ (ω(p) + ω(q1)− ω(q2)− ω(p− q1 − q2))

ω(q1)ω(q2)ω(p− q1 − q2)
,

κp(t) = λ2(t− t0)
α∗β∗ (α∗β + αβ∗) |αβ|2

8ω(p)

∫
dq1dq2

2π

δ (ω(p) + ω(q1)− ω(q2)− ω(p− q1 − q2))

ω(q1)ω(q2)ω(p− q1 − q2)
.

Êàê ïîêàçûâàåò ýòî ïåòëåâîå âû÷èñëåíèå, âûáîð íåïðàâèëüíîãî âàêóóìà âåäåò ê

èíôðàêðàñíîé êàòàñòðîôå. Ìû íå ìîæåì óâåñòè ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ ñàìîäåéñòâèÿ

â áåñêîíå÷íîå ïðîøëîå t0 → −∞. Ýòè èíôðàêðàñíî áîëüøèå âêëàäû âûçâàíû òåì,

÷òî ìû âûáðàëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå â âèäå íåðàâíîâåñíîãî âîçáóæäåíèÿ íàä ïðà-

âèëüíûì âàêóóìîì òåîðèè. ×òîáû ïîíÿòü ñìûñë ïîëó÷åííûõ èíôðàêðàñíûõ ðàñ-

õîäèìîñòåé è ÷òî ïðîèçîéäåò ñ ñîñòîÿíèåì, íàäî ïåðåñóììèðîâàòü ëèäèðóþùèå

âêëàäû ïðè ïîìîùè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Êàê áûëî îáúÿñíåíî ðàíåå, óðàâ-

íåíèå Äàéñîíà-Øâèíãåðà êîâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî Áîãîëþáîâñêèõ ïðåîáðàçîâà-

íèé ãàðìîíèê gp(t), g
∗
p(t) è np(t) ñ κp(t) , ïîýòîìó ñäåëàåì ïîâîðîò ê ïðàâèëüíûì

ãàðìîíèêàì fp(t) = e−iωt√
2ω
. Òîãäà óðàâíåíèÿ ëåãêî çàïèñûâàåòñÿ, íî çàòî âîçíèêà-

þò íà÷àëüíûå íåíóëåâûå àíîìàëüíûå êâàíòîâûå ñðåäíèå è çàñåëåííîñòü óðîâíåé

ýíåðãèé (1.72).

Ïîñìîòðèì ÷òî ïðîèñõîäèò ñ κp â ëèíåéíîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèè ïðè

ïðàâèëüíîì âûáîðå àóò-ãàðìîíèê:

dκp
dt

= −λ
2

6

∫
dq1dq2

2π

δ (ω(p)− ω(q1)− ω(q2)− ω(p− q1 − q2))

8ω(p)ω(q1)ω(q2)ω(p− q1 − q2)
κp(t). (1.74)

Ò.å. àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíèå ñïàäàåò. Òîãäà êàðòèíà ñëåäóþùàÿ � àíîìàëü-

íîå êâàíòîâûå ñðåäíèå ñî âðåìåíåì çàíóëÿåòñÿ, à np(t) ìåíÿåòñÿ ñîãëàñíî êèíåòè-

÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Ðåøåíèåì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òåðìàëüíîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå, åñëè ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí íå çàâèñèò îò âðåìåíè è îãðàíè÷åí ñíèçó.

Äðóãèìè, ñëîâàìè õîòü ìû è íà÷àëè ñ íåïðàâèëüíîãî âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ, âçàè-

ìîäåéñòâèå ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî ñîñòîÿíèå ïåðåøëî â âîçáóæäåíèå íàä ïðàâèëüíûì

âàêóóìîì. Òàêèì îáðàçîì ðàçðåøàåòñÿ äàííàÿ èíôðàêðàñíàÿ êàòàñòðîôà.

1.7 Öåëè è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ

Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâà êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ íà ôîíå âíåøíèõ ñèëüíûõ ãðàâèòàöèîííûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ

ïîëåé. Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêèå âîïðîñû êàê:
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• Èçó÷åíèå òåîðèè âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå äå-

Ñèòòåðà

• Àíàëèç ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ê ñêàëÿðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêå íà ôîíå

âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ èëè íà ôîíå ýëåêòðè÷åñêîãî ïóëü-

ñà.

• Èçó÷åíèå ìàññèâíîé òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ôîíå ãðàâèòàöèîííîãî êîë-

ëàïñà è âûâîä ýôôåêòà Õîêèíãà äëÿ äàííîé òåîðèè.

• Ñóììèðîâàíèå ëèäèðóþùèõ ñåêóëÿðíî ðàñòóùèõ âêëàäîâ ïðè ïîìîùè óðàâ-

íåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà è âûâîä íåêîòîðîãî àíàëîãà êèíåòè÷åñêîãî óðàâíå-

íèÿ ïðè ïîìîùè âçÿòèÿ èíôðàêðàñíîãî ïðåäåëà â óðàâíåíèè Äàéñîíà-Øâèíãåðà.

1.8 Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó äèññåðòàöèè

• Ïîêàçàíî, ÷òî â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå â òåîðèè òåîðèè ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì âèäà λφ4

4!
âîçíèêàþò ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå ïåòëåâûå

ïîïðàâêè.

• Ïðîñóììèðîâàíû ëèäèðóþùèå ñåêóëÿðíûå âêëàäû â λφ4 òåîðèè â ïðîñòðàí-

ñòâå äå-Ñèòòåðà ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà. Îáñóæäåíà ñâÿçü

ýòèõ íàáëþäåíèé ñ íàëè÷èåì è íàðóøåíèåì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî

ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà.

• Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå

ìàëåíüêèõ íà÷àëüíûõ çàñåëåííîñòåé óðîâíåé äëÿ òî÷íûõ ãàðìîíèê èìååòñÿ

ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå. Â ñëó÷àå áîëüøèõ íà÷àëüíûõ çàñåëåííîñòåé óðîâíåé

ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì.

• Ïîêàçàíî, ÷òî â ñêàëÿðíîé ýëåêòðîäèíàìèêå íà ôîíå ñèëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ

ïîëåé òàêæå âîçíèêàþò ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå ïåòëåâûå ïîïðàâêè.

• Ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé Äàéñîíà-Øâèíãåðà áûëè ïðîñóììèðîâàíû ëèäèðóþ-

ùèå ñåêóëÿðíûå âêëàäû íà ôîíå ñèëüíûõ ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé äëÿ ôîòîííîãî

ïðîïàãàòîðà è áûëè ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ äàííûõ óðàâíåíèé.
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• Áûëè ó÷òåíû ïîïðàâêè ê òîêó, êîòîðûé âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå ýôôåêòà

Øâèíãåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íà äðåâåñ-

íîì óðîâíå òîê ïîëó÷àåòñÿ ðàâåí íóëþ, îí îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ ïðè

ó÷åòå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê. Ýòè ïîïðàâêè ê òîêó ñåêóëÿðíî ðàñòóò è íàðóøàþò

èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî òðàíñëÿöèé è ñäâèãîâ ïî âðåìåíè.

• Âûâåäåíî èçëó÷åíèå Õîêèíãà èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ äëÿ ñëó÷àÿ ìàññèâíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ.

• Ïîêàçàíî, ÷òî ê äðåâåñíîìó âêëàäó â èçëó÷åíèå Õîêèíãà òàêæå èìåþòñÿ ñåêó-

ëÿðíî ðàñòóùèå ïåòëåâûå âêëàäû, êîòîðûå ìîäèôèöèðóþò ñïåêòð èçëó÷åíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ (Ãëàâà 1), òðè ãëàâû îñíîâíîãî òåêñòà (Ãëà-

âû 2-4), çàêëþ÷åíèÿ (Ãëàâà 5). Îáùèé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 127 ñòðàíèö,

âêëþ÷àÿ 11 ðèñóíêîâ. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 99 ññûëîê.

1.9 Ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Â ãëàâå 2 ïîäðîáíî îáñóæäàåòñÿ ïîâåäåíèå òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà ôîíå

ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Îáúÿñíÿåòñÿ ïî÷åìó èçó÷åíèå äàííîãî âîïðîñà âàæíî

äëÿ ïîíèìàíèè ôèçèêè êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè è êîñìîëîãèè.

Â ðàçä. 2.1 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà, ðàñøèðÿþùåéñÿ è ñæè-

ìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû. Îáñóæäàþòñÿ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîñòðàíñòâà

äå-Ñèòòåðà: ìåòðèêà, êðèâèçíà, ãðóïïà èçîìåòðèé, óäîáíûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå èíâàðèàíòíîãî ðàññòîÿíèÿ, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èíòåð-

âàëà â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè äëÿ ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà, è åãî ñâÿçü

ñ ãåîäåçè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì. Ïðè ïîìîùè êîíôîðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ óäàåòñÿ

ïîñòðîèòü äèàãðàììó Ïåíðîóçà è ïîíÿòü ïðè÷èííóþ ñòðóêòóðó äëÿ äâóìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà.

Â ðàçä. 2.2 èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå äå-Ñèòòåðà.

Âûâîäèòñÿ óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ

ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ. Îáñóæäàþòñÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé â ãëî-
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áàëüíîì ïðîñòðàíñòâå äå-Ñèòòåðà, ñæèìàþùåéñÿ è ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàð-

òàõ. Îáñóæäàþòñÿ ãàðìîíèêè, êîòîðûå äèàãîíàëèçóþò ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì � èí-

ãàðìîíèêè èëè ãàðìîíèêè Áàí÷à-Äåâèñà. Òàêæå ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ Åâêëèäîâîãî

âàêóóìà, àëüôà-âàêóóìîâ.

Â ðàçä. 2.3 îáñóæäàåòñÿ ïîâåäåíèå êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî

âûáîð Åâêëèäîâûõ è àëüôà ãàðìîíèê ñîîòâåòñòâóþò âûáîðó âàêóóìà, êîòîðûé èí-

âàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Ê ïðèìåðó,

ïîëó÷åííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò èíâàðèàíòíîãî ðàññòîÿíèÿ

ìåæäó òî÷êàìè, íî íå îò ñàìèõ òî÷åê. Òàêæå îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ðàçðåøå-

íèÿ âîçíèêàþùèõ ñèíãóëÿðíîñòåé ó êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé.

Â ðàçä. 2.4 ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàþòñÿ ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê äâóõòî÷å÷íîé êîð-

ðåëÿöèîííîé ôóíêöèè äëÿ ãàðìîíèê Áàí÷à-Äåâèñà â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå

êàðòå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èíâàðèàíòíû

îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Òàêæå îáñóæäà-

åòñÿ, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò âåðåí òîëüêî äëÿ âûáîðà âàêóóìà Áàí÷à-Äåâèñà.

Â ðàçä. 2.5 îáñóæäàþòñÿ ïåòëåâûå ïîïðàâêè ïðè âûáîðå ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê âåðøèíå, îïåðåæàþùåìó è çàïàçäûâà-

þùåìó ïðîïàãàòîðàì ïîäàâëåíû. Îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó â ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå

êàðòå ïåòëåâûå ïîïðàâêè âåäóò ê èíôðàêðàñíîé ðàñõîäèìîñòè, à â ðàñøèðÿþùåéñÿ

Ïóàíêàðå êàðòå ê ñåêóëÿðíî ðàñòóùèì âêëàäàì.

Â ðàçä. 2.6 óäàåòñÿ âûâåñòè êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, êàê èíôðàêðàñíûé ïðåäåë

óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà. Ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ

óñëîâèé, ïîýòîìó ïðîèçâîäèòñÿ àíàëèç äâóõ ñëó÷àåâ: ñëó÷àè ìàëåíüêèõ è áîëüøèõ

íà÷àëüíûõ çàñåëåííîñòåé óðîâíåé. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñèñòåìà âûõîäèò íà ñòàöèî-

íàðíîå ðåøåíèå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì, ÷òî îçíà÷à-

åò ñèëüíîå âëèÿíèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ íà âíåøíåå ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ è íàðóøåíèå

ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè.

Â ãëàâå 3 îáñóæäàþòñÿ ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ñêàëÿðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäè-

íàìèêå íà ôîíå âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ.

Â ðàçä. 3.1 îáúÿñíÿåòñÿ âàæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ê êâàíòî-

âîé ýëåêòðîäèíàìèêå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåì âîçíèêàþùèõ â êâàíòîâîé ãðàâèòà-

öèè.
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Â ðàçä. 3.2 ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûé âûâîä êëàññè÷åñêîãî ýôôåêòà Øâèíãåðà

íà îñíîâå ôîðìàëèçìà ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.

Â ðàçä. 3.3 îáñóæäàåòñÿ ïîâåäåíèå ñâîáîäíîé ñêàëÿðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäè-

íàìèêè íà ôîíå âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, òî åñòü íå ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìî-

äåéñòâèå êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ ôîòîíàìè, íî íåïåðòóðáàòèâíûì îáðàçîì ó÷è-

òûâàåòñÿ íàëè÷èå âíåøíåãî ïîëÿ. Îáúÿñíÿåòñÿ, ïî÷åìó ãàðìîíèêè äëÿ ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ ìåíÿþòñÿ, à ãàðìîíèêè è ïðîïàãàòîðû äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ îñòàþòñÿ

íåèçìåííûìè.

Â ðàçä. 3.4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ñêàëÿðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìè-

êè íà ôîíå âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ è ïóëüñà â òåìïîðàëüíîé

êàëèáðîâêå A1 = A1(t). Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ïóëüñà íà äðåâåñíîì óðîâíå âîç-

íèêàåò òîê J1 ∝ e2 (A1(t)− A1(−∞)). Ïîñëå àíàëèçà îäíîïåòëåâûõ ïîïðàâîê, áûëî

âûÿñíåíî, ÷òî ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, t0, íåâîçìîæíî óâåñòè â áåñêî-

íå÷íîå ïðîøëîå, ïîòîìó ÷òî âîçíèêàþò èíôðàêðàñíûå ðàñõîäèìîñòè â ïðîïàãàòîðå

Êåëäûøà ôîòîíîâ ∆1Gµν(t) ∝ e2(t− t0). Àíàëîãè÷íîå âû÷èñëåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà

Êåëäûøà ñâîáîäíîãî ïîëÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñëåäíèé ïîëó÷àåò êîíå÷íûå ïîïðàâ-

êè è ñëåäîâàòåëüíî ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ äðåâåñíûì. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïåòëåâûõ ïî-

ïðàâîê ê âåðøèíå è ïðîèçâîäèòüñÿ ñóììèðîâàíèå ñåêóëÿðíî ðàñòóùèõ ïåòëåâûõ

âêëàäîâ ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà.

Â ðàçä. 3.5 ïðîâîäÿòñÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íûì ïðîâåäåííûì â ðàçä. 3.4, íî

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà áûëà âûáðàíà ïðîñòðàíñòâåííàÿ êàëèáðîâêà A0 = A0(x). Äàííîå

âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî õîòÿ ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí, íî

åãî ñïåêòð îêàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì ñíèçó, ÷òî âåäåò ê ñåêóëÿðíî ðàñòóùèì

âêëàäàì. Ïîêàçàíî, ÷òî îòâåòû ïîëó÷åííûå â ðàçä. 3.5 è ðàçä. 3.4 ñîãëàñóþòñÿ

äðóã ñ äðóãîì.

Â ðàçä. 3.6 ó÷èòûâàþòñÿ ïåòëåâûå âêëàäû ê ïðîïàãàòîðàì ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîçíèêàþùåãî òîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî õîòÿ òîê íà äðåâåñíîì óðîâíå íà

ôîíå âíåøíåãî ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâåí íóëþ, ïðè ó÷åòå ïåòëåâûõ

ïîïðàâîê òîê îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ.

Â ãëàâå 4 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ê ýôôåêòó Õîêèíãà.

Â ðàçä. 4.1 îáñóæäàåòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, è ïî÷åìó äàííàÿ çàäà÷à âàæíà

ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Òàêæå ïðîâîäèòñÿ

êà÷åñòâåííûé àíàëèç ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà.
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Â ðàçä. 4.2 ïîäðîáíî îïèñûâàåòñÿ ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, êîòîðîå âîçíèêàåò â

ðåçóëüòàòå ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà òîíêîé îáîëî÷êè. Îáñóæäàåòñÿ êàê ìîæíî

ñâÿçàòü êîîðäèíàòû ïîä è íàä îáîëî÷êîé, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ àíàëèçà ýôôåêòà

Õîêèíãà.

Â ðàçä. 4.3 ïðîâîäèòñÿ àíàëèç óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà äëÿ ñëó÷àÿ ìåòðè-

êè ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Íàõîäÿòñÿ èí-ãàðìîíèêè, êîòîðûå äèàãîíàëèçóþò

ãàìèëüòîíèàí äî íà÷àëà ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Òàêæå ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíå-

íèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà óäàåòñÿ íàéòè ïîâåäåíèå èí-ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì

â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê ãîðèçîíòó.

Â ðàçä. 4.4 âûâîäèòñÿ ýôôåêò Õîêèíãà. Ïðè ïîìîùè ãàðìîíèê ïîëó÷åííûõ â

ðàçä. 4.3 ñ÷èòàåòñÿ ïîòîê J =
∫
S2
dφ d cos θ 〈: T rt :〉 è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îí ðàâåí

òåðìàëüíîìó ñ òåìïåðàòóðîé T = 1
4πrg

.

Â ðàçä. 4.5 àíàëèçèðóþòñÿ ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà âî âçà-

èìîäåéñòâóþùåé òåîðèè ïîëÿ, ïîêàçàíî, ÷òî îíè ñåêóëÿðíî ðàñòóò ñî âðåìåíåì.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êëàññè÷åñêèé îòâåò ìîæåò ñèëüíî ïðîäåôîðìèðîâàòüñÿ ïîä äåé-

ñòâèåì êâàíòîâûõ ïîïðàâîê.

Â çàêëþ÷åíèè ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè, âû-

íîñèìûå íà çàùèòó.
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Ãëàâà 2

Íåñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû â

ïðîñòðàíñòâå äå-Ñèòòåðà

2.1 Ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà

Ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ ïîëîæè-

òåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé êîíñòàíòîé Rµν − 1
2
gµνR = Λgµν ,Λ > 0. Äàííîå ïðîñòðàí-

ñòâî ïðèâëåêàåò îñîáîå âíèìàíèå ñî ñòîðîíû ôèçèêîâ ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì.

Âî-ïåðâûõ, åãî ãðóïïà èçîìåòðèé òàêàÿ æå áîëüøàÿ êàê ãðóïïà èçîìåòðèé ïëîñêî-

ãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî [4]�[22], [87]. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðèìåðîì íåòðèâèàëüíîãî èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè, â êîòîðîì

ìîæíî, îñíîâûâàÿñü íà áîëüøîé ãðóïïå èçîìåòðèé, ñäåëàòü âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ

êâàíòîâîïîëåâûõ âåëè÷èí. Âòîðàÿ ïðè÷èíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ðàííåé ñòà-

äèè ðàçâèòèÿ Âñåëåííîé, ïîñëåäíÿÿ, âåðîÿòíî, îïèñûâàëàñü ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàí-

êàðå êàðòîé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ äàííîé ñòàäèè ôèçèêè

ïûòàþòñÿ îáúÿñíèòü, òàêèå ïðîáëåìû, êàê ïðîáëåìó êðóïíîìàñøòàáíîé îäíîðîä-

íîñòè è èçîòðîïíîñòè Âñåëåííîé, ïðîáëåìó ïëîñêîé Âñåëåííîé è ìíîãèå äðóãèå.

Íî â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàþò íîâûå âîïðîñû. Ê ïðèìåðó, êàê Âñåëåííàÿ âûøëà èç

ýòîé ñòàäèè? Èëè ïî÷åìó íàáëþäàåìîå ñåé÷àñ çíà÷åíèå êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿí-

íîé î÷åíü ìàëåíüêîå? Èçó÷åíèå êâàíòîâîé òåîðèÿ ïîëÿ íà ôîíå ïðîñòðàíñòâà äå-

Ñèòòåðà ìîæåò ïðîëèòü ñâåò íà äàííûå ïðîáëåìû. Òàêæå íàëè÷èå êðèâèçíû ìîæåò

ïðèâåñòè ê íîâûì íåòðèâèàëüíûì êà÷åñòâåííûì ýôôåêòàì, êîòîðûå íå ïðîÿâëÿ-

ëèñü â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.

Ëåã÷å âñåãî ïðåäñòàâèòü ñåáå D-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà êàê D-ìåðíûé
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ãèïåðáîëîèä âëîæåííûé â (D+1) � ìåðíîå ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî [68]:

−
(
X0
)2

+
(
X1
)2

+ . . .+
(
XD
)2

= gABX
AXB = H−2, A,B = 0, 1, . . . , D . (2.1)

Ãäå XA - êîîðäèíàòû (D + 1) � ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî, ñ ìåòðèêîé

gAB = Diag [−1, 1, . . . , 1]. H - ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé Õàáëà, ò.å. ñêîðîñòü ñ êîòîðîé

ýâîëþöèîíèðóåò ìàñøòàáíûé ôàêòîð a(t), è ñëåäóþùèì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ÷åðåç

êîñìîëîãè÷åñêóþ ïîñòîÿííóþ:

H2 =

(
ȧ(t)

a(t)

)2

=
2Λ

(D − 1)(D − 2)
.

Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî äàííîå ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíî îáëàäàåò áîëüøîé ñèì-

ìåòðèåé. Äîñòàòî÷íî ñêàçàòü, ÷òî ãèïåðáîëîèä (2.1) èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïðå-

îáðàçîâàíèé Ëîðåíöà îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî SO(D, 1). Çàìåòèì,

÷òî ñòàáèëèçàòîðîì ëþáîé òî÷êè ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà (ò.å. ãðóïïà òåõ ïðåîáðà-

çîâàíèé êîòîðûå îñòàâëÿþò äàííóþ òî÷êó íà ìåñòå) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà SO(D− 1, 1).

Òîãäà ìîæíî îïèñûâàòü ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà êàê îäíîðîäíîå ôàêòîðïðîñòðàí-

ñòâî SO(D, 1)/SO(D − 1, 1).

Òàêæå ìîæíî ââåñòè èíâàðèàíòíîå ðàññòîÿíèå, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ ïîä äåé-

ñòâèåì ãðóïïû ñèììåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Äåéñòâèòåëüíî, ââèäó òîãî,

÷òî íàøå ïðîñòðàíñòâî âëîæåííî â ïðîñòðàíñòâî-Ìèíêîâñêîãî, èíâàðèàíòíîå ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ìîæíî ââåñòè êàê ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ,

óêàçûâàþùèõ íà äàííûå òî÷êè ãèïåðáîëîèäà

Z12 = H2gABX
A
1 X

B
2 . (2.2)

Ãäå XA
1 , X

A
2 - êîîðäèíàòû ïåðâîé è âòîðîé òî÷êè ñîîòâåñòâåííî. Èíâàðèàíòíîå ðàñ-

ñòîÿíèå ìîæíî ëåãêî ñâÿçàòü ñ ãåîäåçè÷åñêèì ðàññòîÿíèåì ρ(A,B) = min
γ

∫
γ

ds. Ê

ïðèìåðó, â ñëó÷àå Z > 1, èñïîëüçóÿ ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà, ìîæíî

ïåðåâåñòè îäíó òî÷êó â òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0, . . . , H−1) , à âòîðóþ � â òî÷êó ñ

êîîðäèíàòàìè
(
H−1

√
1 + Z2

12, 0, . . . , H
−1Z12

)
è ïîñ÷èòàòü ìåæäó íèìè ðàññòîÿíèå

ïî ãèïåðáîëîèäó êàê

L12 = H−1 arccosh (Z12) . (2.3)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå î ïðîñòðàíñòâå äå-Ñèòòåðà êàê ãèïåðáîëîèäå, åãî ìîæíî

íàêðûòü ñëåäóþùèìè êîîðäèíàòàìè:

X0 =
sinh(Ht)

H
, X i =

ni cosh(Ht)

H
, i = 1, . . . , D, ãäå n2

i = 1. (2.4)
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Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð ni ëåæèò íàD-ìåðíîé ñôåðå. Òî÷êè íà ñôåðå ìîæíî

ïàðàìåòðèçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n1 = cos θ1, θ1 ∈
[
−π

2
,
π

2

]
,

n2 = cos θ2 sin θ1, θ2 ∈
[
−π

2
,
π

2

]
,

. . . (2.5)

nD−1 = sin θ1 sin θ2 . . . sin θD−2 cos θD−1, θD−1 ∈
[
−π

2
,
π

2

]
,

nD = sin θ1 sin θ2 . . . sin θD−1.

Ìåòðèêà òîãäà çàïèñûâàåòñÿ êàê

ds2 = −dt2 +
cosh2(Ht)

H2
dΩ2

D−1, ãäå dΩ2
D1

=
D−1∑
j=1

(
j−1∏
i=1

sin2 θi

)
dθ2

j . (2.6)

Äàííûå êîîðäèíàòû ïîêðûâàþò ïîëíîñòüþ ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà.

Óäîáíî èñïîëüçîâàòü êîîðäèíàòû, êîòîðûå ïîêðûâàþò ëèøü ïîëîâèíû ïðî-

ñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà, òàê íàçûâàåìûå ðàñøèðÿþùèåñÿ è ñæèìàþùèåñÿ Ïóàíêàðå

êàðòû. Ìû ðàçðåøàåì óðàâíåíèå íà ãèïåðáîëîèä (2.1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−
(
HX0

)2
+
(
HXD

)2
= 1−

(
Hxi+

)2
e2Hτ+ ,(

HX1
)2

+ . . .+
(
HXD−1

)2
=
(
Hxi+

)2
e2Hτ+ . (2.7)

Ââåäåì ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû xi:

HX0 = − sinh (Hτ+) +
(Hxi+)2

2
eHτ+ ,

X i = xi+e
Hτ+ , i = 1, . . . , D − 1,

HXD = − cosh (Hτ+) +
(Hxi+)2

2
eHτ+ . (2.8)

Ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ìåòðèêó

ds2
+ = −dτ 2

+ + e2Hτ+d~x2
+. (2.9)

Ëåãêî ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòè êîîðäèíàòû íå ïîêðûâàþò âñå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâè-

òåëüíî, çàìåòèì, ÷òî −X0 + XD = − 1
H
e−Hτ+ < 0, XD < X0. Ïîýòîìó ýòè êîîð-

äèíàòû îïèñûâàþò òîëüêî ïîëîâèíó ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà XD − X0 < 0. Òàê

êàê a(τ+) = eHτ+ - ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò, ýòà ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ

ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòîé. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ââåñòè êîîðäèíàòû (τ−, ~x−),
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êîòîðûå ïîêðûâàþò äðóãóþ ïîëîâèíó ãèïåðáîëîèäà. Äëÿ íå¼ ìåòðèêà âûãëÿäèò

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ds2
− = −dτ 2

− + e−2Hτ−d~x2
−. (2.10)

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå a(τ−) ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò, ýòó ÷àñòü íàçûâàþò ñæè-

ìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòîé. Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì â îñíîâíîì èçó÷àòü êâàíòî-

âóþ òåîðèþ ïîëÿ â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå è ñ÷èòàòü äëÿ óäîáñòâà H = 1.

Ïîëåçíî ïðèâåñòè ìåòðèêó (2.9) ê êîíôîðìíîìó âèäó. Ââåäÿ êîíôîðìíîå âðåìÿ

η = e−τ+ , ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ìåòðèêè

ds2
+ =

−dη2 + d~x2

η2
. (2.11)

Îòìåòèì, ÷òî áåñêîíå÷íîìó áóäóùåìó ñîîòâåñòâóåò η (+∞) = 0, à áåñêîíå÷íîìó

ïðîøëîìó � η (−∞) = +∞, òî åñòü η óìåíüøàåòñÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé óäîáíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ôèçè÷åñêîãî è ñîïóòñòâó-

þùåãî îáúåìà [87]. Ïåðâûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå äèôôåðåíöèàëîâ ïðî-

ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò dD−1V , à âòîðîé êàê
√
gïðd

D−1V , ãäå
√
gïð � äåòåðìèíàíò

ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòè ìåòðèêè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü íåâçàèìîäåéñòâóþùóþ ìà-

òåðèþ, ê ïðèìåðó, ïûëü, òî ÷èñëî ÷àñòèö â ñîïóòñòâóþùåì îáúåìå, ò.å. ïðîñòî

ïëîòíîñòü ρ = dN
dV
, íå ìåíÿåòñÿ, òîãäà êàê ïî îòíîøåíèþ ê ôèçè÷åñêîìó îáúåìó

îíà áóäåò çàâèñåòü îò âðåìåíè êàê, ρph = ρ√
gïð
, è â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå

ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàòü ñî âðåìåíåì.

2.1.1 Äèàãðàììà Ïåíðîóçà äëÿ ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà

Êàê èçâåñòíî, ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû Ïåíðîóçà ìîæíî ïîíÿòü êàê óñòðîåíà ïðè-

÷èííàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè [68],[87]. Ïîýòîìó â ýòîì ïàðàãðàôå ìû

íàðèñóåì äèàãðàììó Ïåíðîóçà äëÿ ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Ñäåëàåì çàìåíó ïå-

ðåìåííûõ â ìåòðèêå (2.6) îò êîîðäèíàòû t ê êîîðäèíàòå θ:

cosh2 (Ht) =
1

cos2 θ
.

Òîãäà ìåòðèêà çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

ds2 =
1

H2 cos2 θ

[
−dθ2 + dΩ2

D−2

]
.

Ýòà ìåòðèêà êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíà ñòàòè÷åñêîé âñåëåííîé Ýéíøòåéíà ds2
ESU =
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θ

θ1

t =const

Ðèñ. 2.1: Äèàãðàììà Ïåíðîóçà äëÿ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Ñèíåé

ëèíèåé èçîáðàæåíî äâèæåíèå íàáëþäàòåëÿ. Âåðõíèé êîíóñ - ýòî îáëàñòü ïðîñòðàí-

ñòâà êóäà îí ìîæåò ïåðåäàòü èíôîðìàöèþ, íèæíèé êîíóñ ïîêàçûâàåò îòêóäà îí

ìîæåò ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ.

−dθ2 + dΩ2
D−1, ñ êîìïàêòíûì âðåìåíåì θ ∈

[
−π

2
, π

2

]
. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ìû ñäåëà-

ëè ñòåðåîãðàôè÷åñêóþ ïðîåêöèþ ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà íà ñòàòè÷åñêóþ âñåëåí-

íóþ Ýéíøòåéíà. Òàê êàê îíè êîíôîðìíî ýêâèâàëåíòíû, òî èõ ïðè÷èííûå ñòðóê-

òóðû ñîâïàäàþò. Ðàññìîòðèì ïðè÷èííóþ ñòðóêòóðó äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà äå-

Ñèòòåðà (ñ áîëåå âûñîêèìè ðàçìåðíîñòÿìè âîçíèêàþò ïðîáëåìû, êîòîðûå ìîæíî

ðåøèòü, íî äëÿ ïðîñòîòû ìû ðåøèëè çäåñü ðàññìîòðåòü òîëüêî äâóìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà, òàê êàê îíî äåìîíñòðèðóåò âñå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà). Ìåò-

ðèêà òîãäà çàïèøåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå

ds2 = −dθ2 + dθ2
1, θ ∈

[
−π

2
,
π

2

]
, θ1 ∈ [−π, π] .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèàãðàììà Ïåíðîóçà èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå (2.1).

2.2 Ñâîáîäíîå ñêàëÿðíîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâå äå-

Ñèòòåðà

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ïîâåäåíèå ñâîáîäíûõ ñêàëÿðíûõ ïîëåé â ðàñ-

øèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà è ãëîáàëüíîì äå-Ñèòòåðå

[68],[11],[7],[87],[17]. Äåéñòâèå òåîðèè ñâîáîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ èìååò ñëåäóþùèé
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âèä:

S =

∫
dDx

√
|g|
[
gαβ∂αφ∂βφ+m2φ2

]
. (2.12)

Âàðüèðîâàíèåì ýòîãî äåéñòâèÿ ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ñêàëÿðíîãî

ïîëÿ. Â ñëó÷àå ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíå-

íèå: [
−η2∂2

η + (D − 2) η∂η + η2∆−m2
]
φ (η, ~x) = 0. (2.13)

Ãäå ∆ =
∑D−1

i=1
∂2

∂x2i
� îáû÷íûé ëàïëàñèàí â ïëîñêîì (D−1) � ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâ-

ñêîãî. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äàííûå óðàâíåíèÿ âåðíû è äëÿ ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêà-

ðå êàðòû. Òàê êàê ìåòðèêà íå çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò, ìû äåëàåì

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå: φ(η, ~x) = h (pη) η
D−1
2 e±i~p~x, ãäå ôàêòîð η

D−1
2 áûë âíåñåí äëÿ

óïðîùåíèÿ äàëüíåéøèõ óðàâíåíèé, è p = |~p|. Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Áåññå-

ëÿ íà h (pη) ñ èíäåêñîì µ =
√
m2 −

(
D−1

2

)2
(êàê áûëî ñêàçàíî ðàíåå ìû ïîëîæèëè

H = 1): [
η2∂2

η + η∂η + (pη)2 + µ2
]
h (pη) = 0. (2.14)

Îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:

h (pη) =

 A eipη√
pη

+B e−ipη√
pη
, pη →∞,

C (pη)iµ +D (pη)−iµ , pη → 0.

ÃäåA,B,C,D - íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ïåðåïèñàòü

äàííûå àñèìïòîòèêè â êîîðäèíàòàõ (τ+, ~x+), òî ãàðìîíèêè â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì

(η → 0) âåäóò ñåáÿ êàê ïëîñêèå âîëíû (pη)±iµ ∼ e±iµτ , ÷àñòîòà êîòîðûõ çàâèñèò

òîëüêî îò ìàññû, íî íå îò èìïóëüñà p.

Êàê âèäíî çäåñü åñòü äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè: m < D−1
2

è m > D−1
2
. Â ïåð-

âîì ñëó÷àå, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì ëåãêèõ ïîëåé, â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì

ãàðìîíèêà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ñòåïåííûì îáðàçîì ïî êîíôîðìíîìó âðåìåíè η,

φ(pη) ∼ η
D−1
2
±
√

(D−1)2

4
−m2 → 0, η → 0. Âòîðàÿ ñèòóàöèÿ íàçûâàåòñÿ ñëó÷àåì òÿæåëûõ

ïîëåé, è â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì ãàðìîíèêè îñöèëëèðóþò è ïàäàþò ñòåïåííûì îáðà-

çîì ïî êîíôîðìíîìó âðåìåíè φ(pη) ∼ η
D−1
2
±iµ → 0, η → 0, à h(pη)→ (pη)i

√
m2−(D−1)2

4

ïðîñòî îñöèëëèðóåò.

Êîíñòàíòû A,B,C,D ñâÿçàíû íåêîòîðûìè ñîîòíîøåíèÿìè (êîòîðûå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.14) èëè èñïîëüçîâàíèÿ êîììóòàöèîííûõ ñî-

îòíîøåíèé). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü íåòðèâèàëüíûìè. Ê ïðèìåðó, ðåøåíèÿ
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âèäà h(x) =
√

π
sinh(πµ)

Jiµ(x) è h(x) =
√

π
sinh(πµ)

Yiµ(x) ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àÿì êîãäà

C = 1, D = 0 è C = 0, D = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Íî åñëè ðàçëîæèòü ýòè ðåøåíèÿ â

áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì η = ∞, òî A è B áóäóò îáà îòëè÷íû îò íóëÿ. Òàê êàê îíè

âåäóò ñåáÿ êàê ïëîñêèå âîëíû â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì, ìû áóäåì íàçûâàòü ýòè ðå-

øåíèÿ � àóò-ãàðìîíèêàìè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì ãàðìîíèêàì ñîñòîÿíèÿ êàê àóò-

ñîñòîÿíèÿ. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü è èí-ãàðìîíèêè: h(x) =
√
π

2
e−

πµ
2 H

(1)
iµ (x)

èëè h(x) =
√
π

2
e−

πµ
2 H

(2)
iµ (x), òàêæå èõ íàçûâàþò ãàðìîíèêàìè Áàí÷à-Äåâèñà. Ñîîò-

âåòñòâóþùèé âàêóóì äàííûõ ãàðìîíèê íàçûâàþò ñîñòîÿíèåì Áàí÷à-Äåâèñà. Äëÿ

ýòèõ ãàðìîíèê A = 1, B = 0 è A = 0, B = 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ðàçëîæåíèè èõ

ïî àóò-ãàðìîíèêàì â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì η = 0 âîçíèêàþò C è D, êîòîðûå îáà

îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé âîçüìåì îïÿòü ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå h(pη) è

ðàçëîæèì ïîëå φ èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíèêè:

φ(η, ~x) =

∫
dD−1~p

(2π)D−1
η
D−1
2

[
a~ph (pη) e−i~p~x + h.c.

]
, (2.15)

ãäå îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ a†~p è óíè÷òîæåíèÿ a~p óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íîé àëãåáðå Ãåé-

çåíáåðãà
[
a~p, a

†
~q

]
= (2π)3 δ (~p− ~q). Ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî òîãäà ñîïðÿæåííûé

èìïóëüñ π(~x, η) =
√
|g|g00∂ηφ(~x, η) è ïîëå φ(~x, t) óäîâëåòâîðÿþò ïðàâèëüíûì êîì-

ìóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì [φ (~x) , π (~y)] = iδ (~x− ~y) ïðè êîððåêòíîé íîðìèðîâêå

ãàðìîíèê.

Ïîñëå ýòîãî ìû ñòðîèì ãàìèëüòîíèàí äëÿ äàííîé ñèñòåìû, èñïîëüçóÿ ïðåîáðà-

çîâàíèå Ëåæàíäðà

H (η) =

∫
dD−1p

(2π)D−1

[
Ap(η)a†~pa~p +Bp (η) a~pa−~p + h.c.

]
, (2.16)

ãäå Ap (η) =
1

2η2

{∣∣∣∣dgpdη
∣∣∣∣2 +

[
p2 +

m2

η2

]
|gp|2

}

è Bp (η) =
1

2η2

{(
dgp
dη

)2

+

[
p2 +

m2

η2

]
g2
p

}
.

Ãàìèëüòîíèàí ÿâíî çàâèñèò îò âðåìåíè. Òàêæå ÿñíî, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîì

òîëüêî åñëè Bp (η) = 0 (òîãäà ó íàñ áóäåò ÿñíîå ïðåäñòàâëåíèå î êâàçè-÷àñòèöàõ êàê

ñîñòîÿíèå ñ îïðåäåëåííîé ýíåðãèåé). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèþ Bp(η) = 0 íå

óäîâëåòâîðÿåò íè îäíî ðåøåíèå óðàâíåíèé Êëåéíà-Ãîðäîíà. Òåì íå ìåíåå óñëîâèå

Bp(η) = 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èí-ãàðìîíèê â ïðåäåëå η → +∞, è ìîæíî îáñóæäàòü

51



ïîíÿòèå ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì. Òîãäà êàê â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì òàêîé

âîçìîæíîñòè íåò. Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî ìàñøòàáíûé ôàêòîð â áåñêîíå÷-

íîì áóäóùåì ñòàíîâèòüñÿ î÷åíü áîëüøèì a(η)→∞. Èç-çà ýòîãî ëþáàÿ ãàðìîíèêà â

áåñêîíå÷íîì áóäóùåì ñòàíîâèòñÿ íèçêîýíåðãåòè÷åñêîé è íà÷èíàåò ÷óâñòâîâàòü êðè-

âèçíó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Ïîýòîìó ãàðìîíèêà ñèëüíî äåôîðìèðóåòñÿ è íåâîç-

ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ÷àñòèöû â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì. Òàêæå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

Bp(η) íå âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, êîòîðîå ìîæíî áûëî áû çàíóëèòü ñäåëàâ

ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå Áîãîëþáîâà.

Â äàëüíåéøåì íàì íå õîòåëîñü áû îáñóæäàòü ïîíÿòèå ÷àñòèöû â ïðîñòðàíñòâå

äå-Ñèòòåðà, è ïîýòîìó ìû ïðåäëàãàåì èçó÷àòü òîëüêî êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è

èõ ñâîéñòâà. Íî åñëè áóäåò âîçìîæíîñòü ââåñòè õîðîøåå îïðåäåëåíèå ÷àñòèöû, òî

ìû ïîïûòàåìñÿ äàòü èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â òåðìèíàõ ÷àñòèö è

ðàçëè÷íûõ ïðîöåññîâ ñâÿçàííûõ ñ íèìè.

Îáñóäèì êðàòêî ñâîéñòâà ãàðìîíèê â ãëîáàëüíîì äå � Ñèòòåðå. Óðàâíåíèÿ äâè-

æåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ âàðüèðîâàíèåì äåéñòâèÿ (2.12), èìåþò ñëåäóþùèé âèä:[
−∂2

t + (D − 2) tanh(t)∂t +
∆D−1 (Ω)

cosh2(t)
−m2

]
φ(t,Ω) = 0. (2.17)

Ãäå ∆D−1(Ω) - (D− 1)-ìåðíûé ñôåðè÷åñêèé ëàïëàñèàí. Ïîýòîìó óäîáíî ðàçëîæèòü

ïîëå φ ïî ñôåðè÷åñêèì (D − 1) � ìåðíûì ãàðìîíèêàì φ(t,Ω) = gj(t)Yj,~m (Ω), äëÿ

êîòîðûõ ∆D−1Yj,~m (Ω) = −j (j +D − 2)Yj,~m (Ω), ãäå ~m � âåñ äàííîãî ïðåäñòàâëåíèå

ãðóïïû SO(D − 1), à j(j + D − 2) - çíà÷åíèå êâàäðàòè÷íîãî Êàçèìèðà â ýòîì

ïðåäñòàâëåíèè. Ïîäñòàâëÿÿ äàííîå ðàçëîæåíèå ïî ãàðìîíèêàì â óðàâíåíèå (2.17)

è ðåøàÿ åãî, ìû ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ðåøåíèå

gin
j (t) =

2j+
D
2
−1

√
µ

coshj(t)e(j+
D−1
2
±iµ)t

2F1

(
j +

D − 1

2
, j +

D − 1

2
∓ iµ; 1∓ iµ;−e2t

)
,

(2.18)

ãäå 2F1 � ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Åñëè ðàññìîòðåòü àñèìïòîòèêè äàííîãî

ðåøåíèÿ ïðè t → −∞, òî ìîæíî óâèäåòü, ÷òî îíà âåäåò ñåáÿ êàê ïëîñêàÿ âîëíà

e−iµt+
D−1
2
t, ïîýòîìó åãî ìû áóäåì íàçûâàòü èí-ãàðìîíèêîé. Ðàñêëàäûâàÿ â áåñêî-

íå÷íîì áóäóùåì, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ïëîñêèõ âîëí gin
j (t) ∼ e

D−1
2
t (C1e

−iµt + C2e
iµt), ãäå C1, C2 - íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå

÷èñëà, êîòîðûå îáà îòëè÷íû îò íóëÿ. Òàêèì æå îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü è àóò-

ãàðìîíèêè.
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Êðîìå òîãî, åñòü âûáîð ãàðìîíèê ñîîòâåòñòâóþùèé àíàëèòè÷åñêîìó ïðîäîëæå-

íèþ ñî ñôåðû X0 → iX̃0 (ïðè òàêîé çàìåíå ãèïåðáîëîèä ïðåâðàùàåòñÿ â ñôåðó):

g
(E)
j (t) =

2j+
D
2
−1i−j+

D−1
2

√
µ

coshj(t) e(j+
D−1
2
±iµ)t×

×1F2

(
j +

D − 1

2
, j +

D − 1

2
± iµ; 2j +D − 1; 1 + e2t

)
. (2.19)

Äàííûå ãàðìîíèêè íàçûâàþòñÿ Åâêëèäîâûìè, à ñîîòâåòñòâóþùèé âàêóóì Åâêëè-

äîâûì. Ïðîïàãàòîð äëÿ äàííîãî âûáîðà ãàðìîíèê ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì àíàëèòè÷å-

ñêîãî ïðîäîëæåíèÿ ïî Z ñ Åâêëèäîâîãî àíàëîãà ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà � D �

ìåðíîé ñôåðû.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðåøåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü äðóãîé íàáîð:

φ
(α)
j,~m(X) =

1√
1− eα+α∗

[
φ

(E)
j,~m(X) + eαφ̄

(E)
j,~m(X)

]
. (2.20)

Äàííûå ãàðìîíèêè çàâèñÿò îò êîìïëåêñíîãî ïàðàìåòðà α è íàçûâàþòñÿ α-ãàðìîíèêàìè,

à ñîîòâåòñòâóþùèé âàêóóì � α-âàêóóìîì. Ïðè äîëæíîì âûáîðå α ìû ïîëó÷àåì

óêàçàííûå âûøå èí- è àóò- ãàðìîíèêè. Íàïðèìåð, âûáîðó α = −∞ ñîîòâåòñòâóåò

âûáîð Åâêëèäîâûõ ãàðìîíèê.

Îïÿòü âûáåðåì ïðîèçâîëüíûå ãàðìîíèêè, êîòîðûå ðåøàþò óðàâíåíèå Êëåéíà-

Ãîðäîíà (2.17), è ïîñìîòðèì êàê â íèõ çàïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàí

H(t) =
1

2

∑
j,~m

[
Aj(t)a

†
j,~maj,~m +Bj(t)aj,~maj,−~m + h.c.

]
, (2.21)

ãäå Aj(t) =
cosh3(t)

2

{
|ġj|2 +

[
L(L+ 2)

cosh2(t)
+m2

]
|gj(t)|2

}
è Bj(t) =

cosh3(t)

2

{
ġ2
j +

[
L(L+ 2)

cosh2(t)
+m2

]
gj(t)

2

}
eiφ.

Òàê êàê â ãëîáàëüíîì äå-Ñèòòåðå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñèëüíî è â áåñêîíå÷íîì

ïðîøëîì, è â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì, ìû íå ìîæåì îïðåäåëèòü ãàðìîíèêè, êîòîðûå

áóäóò äèàãîíàëèçîâûâàòü ãàìèëüòîíèàí â ýòèõ ïðåäåëàõ.

2.3 Êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâå äå-

Ñèòòåðà

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ìû â îñíîâíîì áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñâîéñòâàìè êîð-

ðåëÿöèîííûõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ôóíêöèþ Âàéòìàíà 〈φ(X1)φ(X2)〉.
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Èç-çà íàëè÷èÿ áîëüøîé ãðóïïû èçîìåòðèè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî G(X1, X2)

ÿâëÿåòñÿ òîëüêî ôóíêöèåé ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ Z = Z12 = gABX
A
1 X

B
2 , ò.å.

G(X1, X2) = G
(
gABX

A
1 X

B
2

)
. Òîãäà ôóíêöèÿ Âàéòìàíà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó

ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîìó óðàâíåíèþ:[(
Z2 − 1

)
∂2
Z +DZ∂Z +m2

]
G(Z) = 0, (2.22)

êîòîðîå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ Êëåéíà - Ãîðäîíà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàí-

ñòâå äå-Ñèòòåðà (�+m2)G(X, Y ) = 0.

Ðåøåíèÿìè äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ [4],[5],[6],[70]:

GW (Z) = A 1F2

(
D − 1

2
+ iµ,

D − 1

2
− iµ;

D

2
;
1 + Z

2

)
+

+B 1F2

(
D1

2
+ iµ,

D − 1

2
− iµ;

D

2
;
1− Z

2

)
. (2.23)

Ãäå A è B � íåêîòîðûå äåéñòâèòåëüíûå êîíñòàíòû. Ïîäñòàâëÿÿ α-ãàðìîíèêè (2.20)

â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Âàéòìàíà ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âûáîð A è B â (2.23) ñîîò-

âåòñòâóåò âûáîðó ðàçëè÷íûõ àëüôà-âàêóóìîâ

G
(α)
W (X, Y ) = 〈vac|φ(X)φ(Y ) |vac〉 =

∑
j,~m

φ
(α)
j,~m(X)φ

(α) ∗
j,~m (Y ) = G

(α)
W (ZXY ) =

=
1 + eα+α∗

1− eα+α∗ 1F2

(
D − 1

2
+ iµ,

D − 1

2
− iµ;

D

2
;
1 + Z

2

)
+

+
eα + eα

∗

1− eα+α∗ 1F2

(
D − 1

2
+ iµ,

D − 1

2
− iµ;

D

2
;
1− Z

2

)
. (2.24)

Ê ïðèìåðó, âûáîðó α = − inf ñîîòâåòñòâóåò âûáîð Åâêëèäîâûõ ãàðìîíèê è êîððå-

ëÿöèîííîé ôóíêöèé áóäåò

GE(Z) = 1F2

(
D − 1

2
+ iµ,

D − 1

2
− iµ;

D

2
;
1 + Z

2

)
(2.25)

Ìîæíî ñðàâíèòü (2.24) ñ äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé â ðàñøèðÿþ-

ùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå. Îïÿòü èñïîëüçóÿ ÿâíîå îïðåäåëåíèå φ ÷åðåç îïåðàòîðû

ðîæäåíèÿ-óíè÷òîæåíèÿ è âàêóóìà êàê a~p |vac〉 = 0, ìû ïîëó÷àåì:

GPP
W (x1, x2) = 〈vac|φ(x1, η1)φ(x2, η2) |vac〉 =

=

∫
dD−1~p

(2π)D−1
ei~p(~x1−~x2) (η1η2)

D−1
2 h(pη1)h∗(pη2) = GPP

W (Z(x1, x2)) . (2.26)

ÔóíêöèÿGPP
W (x1, x2) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ Z(x1, x2) =

1 + (η1−η2)2−|~x1−~x2|2
2η1η2

, êîòîðîå ìû âûðàçèëè ÷åðåç êîíôîðìíûå êîîðäèíàòû ðàñøèðÿ-

þùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷íûé âûáîð ãàðìîíèê h (pη)
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â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå ñîîòâåñòâóåò ðàçëè÷íîìó âûáîðó ãàðìîíèê â

ãëîáàëüíîì äå-Ñèòòåðå. Â ÷àñòíîñòè, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âàêóóì Áàí÷à-Äåâèñà

ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó A2 = 0 â ôîðìóëå (2.23), òî åñòü âûáîðó åâêëèäîâà âàêóóìà.

Îñîáûìè òî÷êàìè ðåøåíèÿ (2.23) ÿâëÿþòñÿ Z = ±1,∞. Âîçíèêàþùèå ðàñõî-

äèìîñòè íåîáõîäèìî ðàçðåøèòü äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé. Ñåé÷àñ ìû îáñóäèì,

êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü.

Îáñóäèì ñëó÷àé Åâêëèäîâîãî âàêóóìà. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ó ñîîòâåòñòâóþùåãî

ïðîïàãàòîðà (2.25) îòñóòñòâóåò ðàñõîäèìîñòü ïðè Z = −1. Ðàñõîäèìîñòü ïðè Z → 1,

êîòîðàÿ âîçíèêàåò òîëüêî ó ïåðâîé ôóíêöèè â óðàâíåíèè (2.23), êîòîðóþ ìû îáî-

çíà÷èëè êàê GE(Z), ñîîòâåñòâóåò ðàñõîäèìîñòè, êîòîðàÿ âñåãäà âîçíèêàåò â êâàí-

òîâîé òåîðèè ïîëÿ. ×òîáû óâèäåòü ýòî çàìåòèì, ÷òî Z = 1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êàì,

íàõîäÿùèõñÿ íà òðàåêòîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à. Ïîýòîìó ýòî îáû÷íàÿ ðàñõîäèìîñòü

âîçíèêàþùàÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî äëÿ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè ðàçäå-

ëåííûõ ñâåòîïîäîáíûì èíòåðâàëîì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïîñìîòðåòü íà àñèìïòî-

òèêó Z → 1 ìû ïîëó÷àåì

GW (Z) ∼ 1

(1− Z)
D
2
−1
∼ 1

L
D
2
−1
, (2.27)

ãäå L - ñîîòâåòñòâóþùåå ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå. Òàê æå âåäåò ñåáÿ è 〈φ(~x)φ(~y)〉
â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî â ïðåäåëå ~x → ~y. Òîãäà òðåáóÿ, ÷òîáû ïðè Z → 1

ôóíêöèÿ âåëà ñåáÿ êàê ñîîòâåòñòâóþùàÿ äâóõòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ

â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, ìû ïîëó÷àåì

GE (Z) = GE (Z − iε∆t) . (2.28)

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü è Ôåéíìàíîâñêèé ïðîïàãàòîð äëÿ Åâêëèäîâîãî âàêó-

óìà êàê

GT
E(Z) = GE (Z − iε) (2.29)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî â ïðåäåëå Z →∞ (2.23) ñïàäàåò ñòåïåííûì îáðàçîì [4],[6]:

GW (Z) = Z−
D−1
2

(
C+Z

iµ + C−Z
−iµ) ,

Ãäå C+, C− � íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå êîíñòàíòû. Äëÿ α-âàêóóìîâ åñòü ðàñõîäè-

ìîñòü ïðè Z = −1. Íî äëÿ íå¼ iε-ïðåñêðèïöèþ íåëüçÿ çàôèêñèðîâàòü íà îñíîâå

àíàëîãè÷íûõ ðàññóæäåíèé, òàê êàê â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî íåò àíàëîãè÷íîé

ïðîáëåìû.
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2.4 Èíâàðèàíòíîñòü ïåòëåâûõ ïîïðàâîê îòíîñèòåëü-

íî ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà

Êàê áûëî ïîêàçàíî, ãàìèëüòîíèàí äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ãëîáàëüíîì äå-Ñèòòåðå

è ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå ÿâíî çàâèñÿò îò âðåìåíè. Ïîýòîìó, ñ íåîáõîäè-

ìîñòüþ, íóæíî èñïîëüçîâàòü äèàãðàììíóþ òåõíèêó Êåëäûøà-Øâèíãåðà. Ðàññìîò-

ðèì, êàê âåäóò ñåáÿ ïåòëåâûå ïîïðàâêè â òåîðèè ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ âçàèìîäåé-

ñòâèåì λφ3 (äëÿ äðóãîãî òèïà âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîêàçûâà-

þòñÿ àíàëîãè÷íî). Äëÿ íà÷àëà, ðàññìîòðèì ïåòëåâûå ïîïðàâêè äëÿ âàêóóìà Áàí÷à-

Äåâèñà â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå. Ïîêàæåì, ÷òî ïîïðàâêè ñîõðàíÿþò èí-

âàðèàíòíîñòü ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà èìååò ñëåäóþùèé

âèä:

G2
σ1σ2

=
∑

σ3,σ4=± σ1, X σ2, Y

σ3,W σ4, U
.

(2.30)

Ðàñïèñûâàÿ ÿâíî äàííóþ äèàãðàììó, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ïîïðàâêè ê ïðîïà-

ãàòîðàì:

Ĝ2 (ZXY ) = λ2

∫
[dW ]

∫
[dU ]Ĝ0 (ZXW ) Σ̂0 (ZWU) Ĝ0 (ZUY ) (2.31)

Ãäå

Ĝ0,2 (Z) =

G0,2
++ (Z) G0,2

+− (Z)

G0,2
−+ (Z) G0,2

−− (Z)

 (2.32)

è

Σ̂0 (Z) =

− [G0
++ (Z)

]3 [
G0

+− (Z)
]3[

G0
−+ (Z)

]3 −
[
G0
−− (Z)

]3
 . (2.33)

À ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåòñÿ îãðàíè÷åíèåì ôîðìû îáúåìà îáúåìëþùåãî

ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî íà ÷àñòü ãèïåðáîëîèäà äå-Ñèòòåðà, ñîîòâåòñòâóþùóþ

ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå X0 > XD:

[dX] = dD+1Xδ
(
XAXA − 1

)
θ
(
X0 −XD

)
.
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Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôîðìà îáúåìà â òåðìèíàõ êîîðäèíàò íà ãèïåðáîëîèäå çà-

ïèñûâàåòñÿ êàê [dX] =
√
gdDx = η−D+ dη+d

D−1~x+. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû

(2.31)�(2.33) áóäóò âåðíû è äëÿ ëþáîãî äðóãîãî âûáîðà ãàðìîíèê.

Êàê îáñóæäàëîñü â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü ïðîïàãà-

òîðû äëÿ âàêóóìà Áàí÷à-Äåâèñà (2.23):

G0
++ (Z) = G (Z + iε) , G0

+− (Z) = G (Z − iε∆η) ,

G0
−− (Z) = G (Z − iε) , G0

−+ (Z) = G (Z + iε∆η) . (2.34)

Ãäå ∆η = η2 − η1, à GZ = 1F2

(
D−1

2
+ iµ, D−1

2
− iµ; D

2
; 1+Z

2

)
, êîòîðàÿ áûëà ââåäå-

íà â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. ßñíî, ÷òî òå ãåíåðàòîðû ãðóïïû èçîìåòðèé äå-Ñèòòåðà

SO(D, 1), êîòîðûå íå äåéñòâóþò íà X0 èëè XD, íå ìåíÿþò (2.31). Îñòàåòñÿ ïðî-

âåðèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî ãåíåðàòîðîâ, êîòîðûå äåéñòâóþò íà X0 èëè

XD. Ïðîâåðèì, ÷òî îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà (2.31) èíâàðèàíòíà ïîä äåéñòâèåì ãåíå-

ðàòîðà Γ̂XDX1 , îòâå÷àþùåãî çà ïîâîðîò â ïëîñêîñòè XDX1, XD → XD − ψX1, X1 →
XD + ψX1. Òîëüêî ìåðà èíòåãðèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îò-

íîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû èçîìåòðèé äå-Ñèòòåðà, ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå èíâà-

ðèàíòíîñòè â ïåòëåâûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ïîä äåéñòâèåì ãåíåðàòîðà âðàùåíèé Γ̂XDX1 ,

ìåðà ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Γ̂XDX1

∫
[dX] =

∫
dD+1Xδ

(
XAXA − 1

)
δ
(
X0 −XD

)
ψX1 =

=

∫
d
(
X0 +XD

)
dD−1Xδ

(
D−1∑
i=1

X iXi − 1

)
ψX1. (2.35)

Òàê êàê X0 + XD íå âõîäèò â äåëüòà-ôóíêöèþ δ (XaXa − 1), ïî ýòîé ïåðåìåííîé

áóäåò èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé R. Òàê êàê ìû ðàññìàòðè-

âàåì äåéñòâèå ëèíåéíîãî ãåíåðàòîðà, òî Γ̂XDX1 áóäåò äåéñòâîâàòü íà [dW ] è [dU ] ïî

îòäåëüíîñòè

Γ̂XDX1Ĝ
2 (ZXY ) =

∫
λ2

∫
Γ̂XDX1 [dW ]

∫
[dU ]Ĝ0 (ZXW ) Σ̂0 (ZWU) Ĝ0 (ZUY ) +

+

∫
λ2

∫
[dW ]

∫
Γ̂XDX1 [dU ]Ĝ0 (ZXW ) Σ̂0 (ZWU) Ĝ0 (ZUY ) . (2.36)

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ïåðâûé ÷ëåí (2.36) (âòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî).

Êàê áûëî ïîêàçàíî, â ïðåîáðàçîâàííîé ìåðå â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî ψ âîçíèêàåò èí-

òåãðèðîâàíèå ïî d
(
W 0 +WD

)
. Ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò X äî W âûðàæàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

ZXW = −1

2

(
X0 −XD

) (
W 0 +WD

)
− 1

2

(
X0 +XD

) (
W 0 −WD

)
+XaW a. (2.37)
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Òàê êàê â (2.35) âîçíèêàåò äåëüòà-ôóíêöèÿ δ(W 0−WD), òî òî÷êà W íàõîäèòñÿ íà

ïëîñêîñòè W 0 −WD = 0 è ïîëîæåíèå íà ýòîé ïëîñêîñòè çàâèñèò òîëüêî îò ñóììû

W 0 + WD è W a, a = 1, . . . , D − 1. Òàêæå 1
ηw

= WD − W 0 → ηw = +∞, ïîýòîìó

òî÷êà W íàõîäèòñÿ â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò íà ðàñøèðÿ-

þùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå. Åñëè â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì íå áûëî íèêàêèõ îñîáåí-

íîñòåé (ñêàæåì èíôðàêðàñíûõ ðàñõîäèìîñòåé), òî ìîæíî ïîëîæèòü ηw = +∞ âî

âñåõ ôîðìóëàõ . Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå áóäåò âåðíî è äëÿ ZWU . Ïðè ýòîì âñå

ïðîïàãàòîðû (2.4) èìåþò îïðåäåëåííóþ iε - ïðåñêðèïöèþ è ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷å-

ñêèìè ôóíêöèÿìè êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé W 0 +WD. Òîãäà âñ¼ ïîäûíòåãðàëüíîå

âûðàæåíèå ïåðâîãî ÷ëåíà â (2.36) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïåðåìåííîé

W 0 +WD, ïî êîòîðîé è âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå.

Êàê áûëî îáúÿñíåíî ðàíåå, ó ôóíêöèè G±∓ (Z) åñòü îñîáåííîñòü ïðè Z = 1.

Ðàññìàòðèâàÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (2.36) êàê àíàëèòè÷åñêóþ ôóíêöèþ îò

W 0+WD, ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ó íå¼ òîæå ïîÿâëÿþòñÿ îñîáåííîñòè ïðè ZXW = 1

èëè ZWU = 1. Ïîñìîòðèì âíèìàòåëüíåå íà ñòðóêòóðó ýòèõ îñîáåííîñòåé ó ïåðâîãî

÷ëåíà â ôîðìóëå (2.31)

Γ̂XDX1G
1
−+ (ZXY ) =

= . . .

∫
d
(
W 0 +WD

)
G−+

(
ZXW

[
W 0 +WD

]
+ iε

)
G++

(
ZWU

[
W 0 +WD

]
+ iε

)
. . . ,

ãäå ZWU

[
W 0 +WD

]
åñòü ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå êàê ôóíêöèÿW 0+WD ïðè ôèê-

ñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Çäåñü ìû âûäåëèëè ÷àñòü çàâèñÿùóþ òîëüêî

îò W 0 + WD. Çàìåòèì, ÷òî îñîáåííîñòè âî âñåõ ïðîïàãàòîðàõ ñìåùåíû â âíèç ïî

îòíîøåíèþ ê êîíòóðó èíòåãðèðîâàíèþ ïî W 0 +WD. Òàê êàê ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòî-

ÿíèå Z →∞ â ïðåäåëåW 0 +WD →∞, à ïðîïàãàòîðû ñïàäàþò ñòåïåííûì îáðàçîì,

êîãäà ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå óõîäèò â áåñêîíå÷íîñòü, ìû ìîæåì çàìêíóòü êîí-

òóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñâåðõó èëè ñíèçó. Çàìûêàÿ êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ ñâåðõó, ìû

âèäèì, ÷òî âíóòðè íåãî îñîáåííîñòåé íåò, è èíòåãðàë ïî òåîðåìå Êîøè áóäåò ðàâåí

íóëþ. Òî åñòü ïîïðàâêà (2.31) íå èçìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ãåíåðàòîðà Γ̂XDX1 .

Äàííîå ðàññóæäåíèå áóäåò îñòàâàòüñÿ âåðíûì è ïðè ñóììèðîâàíèè áîëåå âûñî-

êèõ ïîïðàâîê ïî òåîðèè âîçìóùåíèé. Äåéñòâèòåëüíî, êàê ëåãêî çàìåòèòü, îïÿòü íàì

ïðèäåòñÿ ïðîâåðèòü èíâàðèàíòíîñòü îòíîñèòåëüíî äåéñòâèé ãåíåðàòîðà âðàùåíèé

â ïëîñêîñòè X1XD. Ïðîáëåìû ìîãóò âîçíèêíóòü, êîãäà ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâà-

íèå ìåðû èíòåãðèðîâàíèÿ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
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ìû ïîëó÷èì, ÷òî êàæäûé âêëàä îïÿòü èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíîé ïîëíîé ãðóïïû

èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà.

Ñòîèò îòìåòèòü íåñêîëüêî âàæíûõ çàìå÷àíèé ïî ïîâîäó ýòîãî ðàññóæäåíèÿ. Ìû

îïèðàëèñü çäåñü íà íåñêîëüêî êëþ÷åâûõ ìîìåíòîâ:

1. Îòñóòñòâèå ðàñõîäèìîñòåé ïðè W 0 −WD = 0, ÷òî ñîîòâåñòâóåò îòíîñèòåëüíî

ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû îòñóòñòâèþ ðàñõîäèìîñòåé â áåñêîíå÷íîì

ïðîøëîì. Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïó-

àíêàðå êàðòû òàêèõ ðàñõîäèìîñòåé íåò, íî åñòü èíôðàêðàñíî áîëüøèå âêëàäû

â áóäóùåì. Íî äëÿ ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå, òàêèå ðàñõîäèìîñòè áóäóò.

È â ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå ïîëíàÿ ãðóïïà èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà

äå-Ñèòòåðà íàðóøàåòñÿ â ïåòëÿõ äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

2. Âñå îñîáåííîñòè ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî ïåðåìåííîéW 0+WD ñìåùåíû â îäíó

ñòîðîíó îò äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé. Êàê âèäíî, ýòîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò

òîëüêî âàêóóì Áàí÷à-Äåâèñà. Äëÿ äðóãèõ âàêóóìîâ, ñêàæåì α-âàêóóìîâ, ðàç-

ðåçû â ïëîñêîñòè Z áóäóò ñäâèãàòüñÿ â ðàçíûå ñòîðîíû, ïðèâîäÿ ê ïîÿâëåíèþ

âêëàäîâ íàðóøàþùèõ ãðóïïó èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà.

3. Âñå ïðîïàãàòîðû ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèåé ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ G (Z), äàí-

íîå óñëîâèå íàðóøàåòñÿ åñëè ìû áóäåì èçó÷àòü âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå. Âîç-

íèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î ñòàáèëüíîñòè âàêóóìà Áàí÷à-Äåâèñà. Åñëè ìû

âîçáóäèì åãî, òî äå-Ñèòòåðîâñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìîæåò è íå âîññòàíîâèòüñÿ.

Ê ýòîìó âîïðîñó ìû âåðíåìñÿ â ïàðàãðàôå ïðî ñóììèðîâàíèå ëèäèðóþùèõ

èíôðàêðàñíûõ âêëàäîâ, ãäå äàííûé âîïðîñ áóäåò ðàçðåøåí.

2.5 Ïåòëåâûå ïîïðàâêè â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêà-

ðå êàðòå

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ÿâíî âû÷èñëèì ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê Êåëäûøåâñêîìó

ïðîïàãàòîðó â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ðàçâèòóþ â

ïåðâîé ãëàâå. Â ïåðâóþ î÷åðåäü, çàìåòèì, ÷òî ðàñøèðÿþùàÿñÿ Ïóàíêàðå êàðòà

èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâåííûõ ñäâèãîâ ~x → ~x + ~a, ÷òî âåäåò ê çà-

êîíó ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïðîñòðàí-
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ñòâåííî - îäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ. Ýòî âåäåò ê íåêîòîðûì óïðîùåíèÿì. Ê ïðèìå-

ðó, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïðîïàãàòîðû çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíèöû ïðîñòðàíñòâåí-

íûõ êîîðäèíàò D∗ (~x, ηx, ~y, ηy) = D∗ (~x− ~y, ηx, ηy). Ïîýòîìó ïî ýòîé ðàçíèöå óäîáíî

ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå è ðàññìàòðèâàòü âñå â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè

D∗ (~p, ηx, ηy) =
∫
dD~xe−i~p~xD∗ (~x, ηx, ηy). Äàëåå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàñåëåííîñòü óðîâ-

íåé è àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíèå, êîòîðûå, êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, â ñèòóàöèè

îáùåãî ïîëîæåíèÿ äîëæíû çàâèñåòü îò äâóõ àðãóìåíòîâ ~p, ~p′, íà ñàìîì äåëå çàâèñÿò

òîëüêî îò îäíîãî àðãóìåíòà n~p~p′ = n~p δ (~p− ~p′) ,κ~p~p′ = κ~p δ (~p+ ~p′).

Òàêæå ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ïðåäåëîì áîëüøèõ âðåìåí, êîòîðûé

ñîîòâåñòâóåò ηi → 0 (íàïîìíèì, ÷òî áåñêîíå÷íîìó áóäóùåìó â ðàñøèðÿþùåéñÿ

Ïóàíêàðå êàðòå ñîîòâåòñòâóåò η = 0). Êàê áûëî îáúÿñíåíî â ïåðâîé ãëàâå, âñå

óëüòðàôèîëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè ìîãóò áûòü âïîñëåäñòâèè ñîáðàíû â ïåðåíîðìè-

ðîâêó ìàññû è êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ, ïîýòîìó ìû èõ èçó÷àòü íå áóäåì. Òàêæå

îñòàåòñÿ âåðíûì ðàññóæäåíèå î ìàëîñòè ïîïðàâîê ê çàïàçäûâàþùåìó è îïåðåæà-

þùåìó ïðîïàãàòîðàì D
R
A (~p, η1, η2). Ïîýòîìó îñòàåòñÿ èçó÷èòü òîëüêî ïîïðàâêè ê

Êåëäûøåâñêîìó ïðîïàãàòîðó è âåðøèíå.

2.5.1 Ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òÿæåëûå ïîëÿ m > D−1
2

ñ âçàèìîäåéñòâèåì λφ4. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû, êîòîðûå ìû

ïîëó÷èëè â ïåðâîé ãëàâå. Åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì äàííîé ñèòóàöèè îò îïèñàííîé

â ïåðâîé ãëàâå ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî êîíôîðìíîå âðåìÿ η îòëè÷àåòñÿ îò ãëîáàëüíîãî

âðåìåíè dt = −dη
η
. Ó÷åò ýòîãî ôàêòà ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ çíàêà ìèíóñ â ôîðìóëàõ

(1.49) è (1.50) [53]:

n (pη) = (2.38)

= − 2λ2

3 (2π)2(D−1)

∫
dD−1~q1

∫
dD−1~q2

∫
dD−1~q3

∫∫ η

η0

dη3dη4 (η3η4)D−2 δ (~p+ ~q1 + ~q2 + ~q3)×

×h∗ (pη3)h (pη4)h∗ (|~q1| η3)h (|~q1| η4)h∗ (|~q2| η3)h (|~q2| η4)h∗ (|~q3| η3)h (|~q3| η4) ,

κ (pη) =

=
4λ2

3 (2π)2(D−1)

∫
dD−1~q1

∫
dD−1~q2

∫
dD−1~q3

η∫
η0

dη3

η3∫
η0

dη4 (η3η4)D−2 δ (~p+ ~q1 + ~q2 + ~q3)×

×h∗ (pη3)h∗ (pη4)h∗ (|~q1| η3)h (|~q1| η4)h∗ (|~q2| η3)h (|~q2| η4)h∗ (|~q3| η3)h (|~q3| η4) .
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Ãäå η0 - ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ. Òàêæå ìû èñïîëüçîâàëè ôàêò, ÷òî, õîòÿ

ïîëíàÿ äå-Ñèòòåðîâñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü ìîæåò íàðóøàòüñÿ, â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïó-

àíêàðå êàðòå îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîñòü ïðè îäíîâðåìåííîì ðàñòÿæåíèè ïî âðåìåíè

è êîîðäèíàòàì η → eφη, ~x → eφ~x. Ïîýòîìó ôóíêöèè n (pη) ,κ (pη) áóäó÷è áåçðàç-

ìåðíûìè, ìîãóò çàâèñåòü òîëüêî îò ïðîèçâåäåíèÿ p è η, ÷òîáû óâàæàòü äàííóþ

ñèììåòðèþ (êîòîðàÿ îáðàçóåò ïîäãðóïïó â ïîëíîé ãðóïïå èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà

äå-Ñèòòåðà).

Òàêæå â ïåðâîé ãëàâå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ïëîñêèõ ãàðìîíèê ýòè âûðàæåíèÿ

òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ èç-çà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà

äå-Ñèòòåðà íåò èíâàðèàíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ ê òðàíñëÿöèÿì ïî âðåìåíè, ïîýòî-

ìó âîçìîæíî âîçíèêíîâåíèå íåíóëåâûõ n(pη) è κ(pη). Íî òàê êàê ïðè η → +∞
ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ñëàáîå, ñóùåñòâóþò ãàðìîíèêè Áàí÷à-Äåâèñà, êîòîðûå äèà-

ãîíàëèçóþò ãàìèëüòîíèàí. Ïîýòîìó äëÿ äàííîãî p äî ìîìåíòà η ∼ µ
p
çàñåëåííîñòü

óðîâíåé ýíåðãèé è àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíèå íå ðàñòóò äëÿ âàêóóìà Áàí÷à-

Äåâèñà. Íî åñëè âûáðàòü äðóãîé âàêóóì, â êîòîðîì

h (pη) = C+
eipη√
pη

+ C−
e−ipη√
pη
, (2.39)

òî ðîñò íåèçáåæíî íà÷íåòñÿ, êàê îáñóæäàëîñü â ïîñëåäíåì ïàðàãðàôå ïåðâîé ãëàâû.

Ïðè pη & µ ãàðìîíèêè ìåíÿþò ñâîå ïîâåäåíèå, è íà÷èíàåòñÿ ðîñò n è κ. Äëÿ

ïðîâåðêè ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, âîçüìåì ãàðìîíèêè Áàí÷à-Äåâèñà â ïðåäåëå pη → 0

h(pη) = A+ (pη)iµ + A− (pη)−iµ , ãäå A± =

√
πe±

πµ
2

2±iµ+ 1
2 Γ (1± iµ) sinh (±πµ)

(2.40)

Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â ôîðìóëàõ (2.38) u =
√
η3η4,~li = u~qi è v =

√
η3
η4
.Ãäå

li èìååò ñìûñë ôèçè÷åñêîãî èìïóëüñà. Òàêæå ïðåíåáðåæåì â çàêîíå ñîõðàíåíèÿ

èìïóëüñà âíåøíèì èìïóëüñîì ~p, òàê êàê îñíîâíîé âêëàä â n è κ äàþò |~qi| � |~p|.
Òîãäà (2.38) ïåðåïèøåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

n (pη) = − 2λ2

3 (2π)2(D−1)

µ∫
pη

du

u

∞∫
0

dvv−1
[
|A+|2 v−2iµ + |A−|2 v2iµ

] ∫
dD−1~l1

∫
dD−1~l2×

×h∗
(∣∣∣~l1∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l2∣∣∣ v)h(∣∣∣~l2∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v−1
)

è

κ (pη) =
2λ2

3 (2π)2(D−1)

µ∫
pη

du

u

1∫
0

dvv−1A+A−
[
v−2iµ + v2iµ

] ∫
dD−1~l1

∫
dD−1~l2×

×h∗
(∣∣∣~l1∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l2∣∣∣ v)h(∣∣∣~l2∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v−1
)
.
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Ãäå èíòåãðèðîâàíèå ïî v ìû çàìåíèëè ñ êîíå÷íîãî èíòåðâàëà íà âñþ ÷èñëîâóþ

îñü ââèäó áûñòðûõ îñöèëëÿöèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè ïî ïåðåìåííîé v ïðè

v → 0,+∞. Ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò u è ïîýòîìó èíòåãðàë ïî du

áåðåòñÿ:

n (pη) = − 2λ2

3 (2π)2(D−1)
log

(
µ

pη

) ∞∫
0

dvv−2D+1
[
|A+|2 v−2iµ + |A−|2 v2iµ

] ∫
dD−1~l1

∫
dD−1~l2×

×h∗
(∣∣∣~l1∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l2∣∣∣ v)h(∣∣∣~l2∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v−1
)
,

κ (pη) =
2λ2

3 (2π)2(D−1)
log

(
µ

pη

) 1∫
0

dvv−2D+1A+A−
[
v−2iµ + v2iµ

] ∫
dD−1~l1

∫
dD−1~l2×

×h∗
(∣∣∣~l1∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l2∣∣∣ v)h(∣∣∣~l2∣∣∣ v−1

)
h∗
(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v)h(∣∣∣~l1 +~l2

∣∣∣ v−1
)
.

Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííûå ïîïðàâêè ïðîïîðöèîíàëüíû λ2 log
(
pη
µ

)
. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ýòî òîò æå ëèíåéíûé ðîñò, ÷òî ìû âèäåëè â ïåðâîé ãëàâå. Äåéñòâèòåëüíî, çà-

ïèøåì ýòîò ðåçóëüòàò íå ÷åðåç êîíôîðìíîå âðåìÿ η, à ÷åðåç ñîáñòâåííîå âðåìÿ

t = − log (η):

n
(
pe−t

)
∝ λ2 (t− tµ) è κ

(
pe−t

)
∝ λ2 (t− tµ) , (2.41)

ãäå tµ = log
(
µ
p

)
- ìîìåíò, êîãäà ãàðìîíèêè íà÷àëè ÷óâñòâîâàòü êðèâèçíó ïðîñòðàí-

ñòâà � âðåìåíè è èçìåíèëè ñâîå ïîâåäåíèå.

Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ. Â ïðîøëîì ðàçäåëå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî êâàíòî-

âûå ïîïðàâêè ê âàêóóìó Áàí÷ó-Äåâèñà èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïîëíîé ãðóïïû

äå-Ñèòòåðîâñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé, ò.å. êîððåëÿòîð ïîñëå ó÷åòà ïåòëåâûõ ïîïðàâîê

îñòàíåòñÿ ôóíêöèåé ãåîäåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ. Â òî âðåìÿ êàê îòâåòû äëÿ n (pη)

è κ (pη) çàâèñÿò îò ñðåäíåãî ãåîìåòðè÷åñêîãî âíåøíèõ âðåìåí
√
η1η2, à íå îò ãåî-

äåçè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ ðàçðåøåíèÿ ýòîãî êàæóùåãîñÿ ïðîòèâîðå÷èÿ, íóæ-

íî çàìåòèòü, ÷òî ìû ñ÷èòàëè ëèäèðóþùèå èíôðàêðàñíûå ïîïðàâêè, ïðåíåáðåãàÿ

ðàçíèöåé âðåìåí. Åñëè â ãåîäåçè÷åñêîå ðàññòîÿíèå ïîäñòàâèòü òàêîå ïðèáëèæåíèå

òî ìû ïîëó÷èì Z = 1 − |∆~x|2
2η1η2

. Ò.å. êàê ðàç è âîçíèêàåò ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

âíåøíèõ âðåìåí. Åñëè æå ó÷åñòü âñå ïîïðàâêè è ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå,

òî ìû ïîëó÷èì îòâåò èíâàðèàíòíûé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà

äå-Ñèòòåðà. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçó÷àòü íå òîëüêî äå-Ñèòòåð èíâàðèàíòíûå

ñîñòîÿíèÿ (êàêîâûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêî íåâîçáóæäåííûé âàêóóì Áàí÷à-Äåâèñà â ðàñ-

øèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå). Â íå èíâàðèàíòíûõ ñèòóàöèÿõ ôîðìóëû áóäóò ïî-

ëó÷àòüñÿ àíàëîãè÷íûìè.
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Ðèñ. 2.2: Ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê âåðøèíå λ−− è λ−+

Åñëè ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àóò-ãàðìîíèêè, êîòîðûå âåäóò ñåáÿ êàê h(x) ∼
xiµ, x→ 0, òî ëîãàðèôìè÷åñêèé ðîñò â áóäóùåì ïîëó÷àþò òîëüêî n(pη), à κ(pη) òà-

êîãî âêëàäà íå ïîëó÷àò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àóò-âàêóóì ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíî âûáðàí-

íûì âàêóóìîì â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì. Íî òåì íå ìåíåå íóæíî ïðîñóììèðîâàòü

ëèäèðóþùèå âêëàäû â n(pη), ÷òîáû ïîíÿòü â êàêîå êîíå÷íîå ñîñòîÿíèå ïåðåéäåò

ñèñòåìà.

2.5.2 Ïîïðàâêè ê âåðøèíå

Îáñóäèì ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ÷åòûðåõòî÷å÷íîé ôóíêöèè ïîëåé φ (η, ~x). Ëåã-

êî âèäåòü, ÷òî ó âåðøèíû ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå çíàêè è çàâèñèìîñòü îò

âðåìåíè (ñì. ðèñ. 2.2). Ïîïðàâêà ê âåðòåêñíûì îïåðàòîðàì ìîæåò áûòü çàïèñàíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ−− (η1,2; p1,2,3,4) = −iλδ (η1 − η2) + (−iλ)2 (η1η2)D−1

∫
dD−1~p

(2π)D−1
×

×
[
θ (η1 − η2)h∗2(pη1)h2(pη2) + θ(η2 − η1)h2(pη1)h∗2(pη2)

]
è λ−+ (η1,2; p1,2,3,4) = λ2 (η1η2)D−1

∫
dD−1~p

(2π)D−1
h∗2(pη1)h2(pη2). (2.42)

Ìû îïÿòü ñëåäèëè òîëüêî çà èíôðàêðàñíûìè ðàñõîäèìîñòÿìè, ïîýòîìó ïðåíåáðåã-

ëè âíåøíèìè èìïóëüñàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ âíóòðåííèì. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ïðåäåëå

p→ 0 ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ îñöèëëèðóþò è òåì ñàìûì íå âîçíèêàåò ðàñõî-

äÿùèõñÿ âêëàäîâ ïðè p→ 0. Àíàëîãè÷íî ïðè p→∞ âñå ãàðìîíèêè âåäóò ñåáÿ êàê

â ïëîñêîì ïðîñòðàíñòâå è ïîýòîìó äàþò òîëüêî ïåðåíîðìèðîâêó êîíñòàíòû âçàèìî-

äåéñòâèÿ λ. Ïîýòîìó ïðè ñóììèðîâàíèè ëèäèðóþùèõ âêëàäîâ â äàëüíåéøåì ìîæíî

ñ÷èòàòü âåðøèíû óëüòðàôèîëåòâî ïåðåíîðìèðîâàííûìè, íî ïî ôîðìå äðåâåñíûìè.
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2.5.3 Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà â ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàð-

òå

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ïåòëåâûå ïîïðàâêè â ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå

êàðòå. Çàìåòèì, ÷òî ñæèìàþùàÿñÿ Ïóàíêàðå êàðòà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíâåðñèè ïî

âðåìåíè ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû. Êàê âèäíî, âñå àðãóìåíòû íàñ÷åò îä-

íîïåòëåâûõ ïîïðàâîê ê âåðøèíàì, çàïàçäûâàþùèì è îïåðåæàþùèì ïðîïàãàòîðàì

îñòàþòñÿ âåðíûìè. Îíè íå ïîëó÷àþò íèêàêèõ èíôðàêðàñíî áîëüøèõ âêëàäîâ è

íå ðàñõîäÿòñÿ. Íî â ñëó÷àå ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû âîçíèêàþò ïðîáëåìû ñ

Êåëäûøåâñêèì ïðîïàãàòîðîì. Â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà óæå â áåñêîíå÷íîì ïðî-

øëîì íàõîäèòñÿ â ñèëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Èç-çà ýòîãî ëîãàðèôìè÷åñêèé

ðîñò (2.5.1) íà÷èíàåòñÿ óæå ñ ñàìîãî ìîìåíòà âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ η0, è ðà-

âåí n(pη) ∝ λ2 log
(
η
η0

)
, ïðè pη < µ, è n(pη) ∝ λ2 log

(
µ
pη0

)
, ïðè pη > µ. Ýòî íå

ïîçâîëÿåò óâåñòè ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ ñàìîäåéñòâèÿ â áåñêîíå÷íîå ïðîøëîå η0 → 0.

Ïî ôîðìå ýòè ðàñõîäèìîñòè ïî η0 ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû ðàñòóùèì âêëàäàì â ðàñ-

øèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå.

Ïîñëå òîãî êàê ñèñòåìà ïåðåøëà â ñîñòîÿíèå ñî ñëàáîé ãðàâèòàöèåé pη & µ, ìî-

æåò íàáëþäàòüñÿ ðîñò n(pη) è κ(pη) ïî η, âîçíèêàþùèé â òîì ñëó÷àå, åñëè ìû

âûáðàëè íåïðàâèëüíûé àóò-âàêóóì. Ïðàâèëüíûì àóò-âàêóóìîì â ñæèìàþùåéñÿ

Ïóàíêàðå êàðòå ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿíèå Áàí÷à-Äåâèñà. Êàê îïèñàíî â ïåðâîé ãëàâå, â

äàííîé ñèòóàöèè ïðîèçîéäåò ðåëàêñàöèÿ â òåðìàëüíîå ñîñòîÿíèå íàä ïðàâèëüíûì

âàêóóìîì.

Íàëè÷èå èíôðàêðàñíîé ðàñõîäèìîñòè ïðèâîäèò ê ÿâíîìó íàðóøåíèþ äå � Ñèò-

òåðîâñêîé èíâàðèàíòíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, óæå ïîäãðóïïà èçîìåòðèé ìåòðèêè ñæè-

ìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòû íàðóøåíà. Ìû íå ìîæåì ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå η →
aη, x→ ax, òàê êàê ýòî ñäâèíåò ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ η0.

2.6 Ñóììèðîâàíèå ëèäèðóþùèõ èíôðàêðàñíûõ âêëà-

äîâ âî âñåõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùåíèé

Êàê ìû âèäåëè, â îäíîé ïåòëå äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå

êàðòå è ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå âîçíèêàþò âêëàäû âèäà λ2 log η è λ2 log η0

[13],[87],[48], [11],[7]. Ýòè âêëàäû ìîãóò áûòü î÷åíü áîëüøèìè äàæå åñëè êîíñòàíòà
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âçàèìîäåéñòâèÿ î÷åíü ìàëåíüêàÿ λ2 � 1, òàê êàê ïðè η → 0 èëè η0 → 0 ëîãàðèôìû

ñòàíîâÿòñÿ î÷åíü áîëüøèìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïåòëåâûå ïîïðàâêè áóäóò ñðàâíè-

ìû ñ êëàññè÷åñêèìè îòâåòàìè. Ýòî óòâåðæäåíèå âåðíî, äàæå íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ãðóïïà äå-Ñèòòåðîâñêèõ èçîìåòðèé ìîæåò îñòàòüñÿ íå íàðóøåííîé â ïåòëåâûõ âû-

÷èñëåíèÿõ. ×òîáû ïîíÿòü ôèçè÷åñêèé ñìûñë äàííûõ ðàñõîäèìîñòåé, ìû äîëæíû

ïðîñóììèðîâàòü ëèäèðóþùèå âêëàäû èäóùèå ñî âñåõ ïåòåëü.

Ìû ïðîñóììèðóåì ýòè âêëàäû â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå, à çàòåì â

ñæèìàþùåé Ïóàíêàðå êàðòå. Â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå âîçíèêàåò îòäåëü-

íàÿ èíòåðåñíàÿ çàäà÷à. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñóììèðîâàíèè äå-Ñèòòåð èíâàðèàíòíûõ

èíôðàêðàñíûõ âêëàäîâ ê êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè, îòâå÷àþùèõ òî÷íîìó âàêóó-

ìó Áàí÷à-Äåâèñà. Êàê îáúÿñíÿëîñü â ïàðàãðàôå ïðî ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê äàííîìó

ñîñòîÿíèþ, ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå äàñò îòâåò íà âîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèçîéäåò

åñëè ìû ñëåãêà âîçáóäèì äàííûé âàêóóì. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà çàäà÷å ïðî

óñòîé÷èâîñòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íàõîäÿùåéñÿ íà âåðøèíå ïîòåíöèàëà. Õîòü îíî

è ÿâëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ, ëþáîå âîçìóùåíèå äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèâå-

äåò ê òîìó, ÷òî îíî ïåðåéäåò â äðóãîå, áîëåå ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó äëÿ

èçó÷åíèÿ äàííîé ïðîáëåìû ìû ñðàçó ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü íåêîòîðàÿ íà÷àëüíàÿ

êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö np íàä âàêóóìîì Áàí÷à-Äåâèñà(ïðè íóëåâîì κp).

Â ïåðâîé ãëàâå îáúÿñíÿëîñü, ÷òî äàííîå ïåðåñóììèðîâàíèå ìîæåò áûòü ñäåëà-

íî ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà â èíôðàêðàñíîì ïðåäåëå.

Ââèäó êîâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé Áîãîëþáîâà óðàâ-

íåíèå ìîæíî ïèñàòü â òåðìèíàõ àóò-ãàðìîíèê äëÿ ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàð-

òû. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ âûãëÿäÿò ïðîùå, òàê êàê ìîæíî ïîëîæèòü àíîìàëü-

íûå êâàíòîâûå ñðåäíèå ðàâíûìè íóëþ κ(pη) = 0. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ñëàáî

âîçáóäèòü κ(pη), òî ñèñòåìà ïåðåéäåò â ñîñòîÿíèå, â êîòîðîì àíîìàëüíîå êâàíòîâîå

ñðåäíåå ðàâíî íóëþ. Çíà÷èò, âñå óñëîâèÿ, êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ âûâîäà, âûïîë-
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íåíû, è ìîæíî âûïèñàòü ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà np(η):

dn(pη)

d log(pη)
= Stn ≈ −λ2 |A|2

6

∫
dD−1l1

(2π)D−1

dD−1l2

(2π)D−1

∫ ∞
0

dvv−1 × (2.43){
3Re

[
viµh∗(l1v)h∗(l2v)h (|l1 + l2| v)h(l1v

−1)h(l2v
−1)h∗

(
|l1 + l2| v−1

)]
×

×
[
(1 + npη)nl1nl2

(
1 + n|l1+l2|

)
− npη(1 + nl1)(1 + nl2)n|l1+l2|

]
+3Re

[
h∗(l1v)h(l2v)h (|l1 + l2| v)h(l1v

−1)h∗(l2v
−1)h∗

(
|l1 + l2| v−1

)]
×

×
[
(1 + npη)nl1 (1 + nl2)

(
1 + n|l1+l2|

)
− npη(1 + nl1)nl2n|l1+l2|

]
+Re

[
viµh∗(l1v)h∗(l2v)h∗ (|l1 + l2| v)h(l1v

−1)h(l2v
−1)h

(
|l1 + l2| v−1

)]
×

×
[
(1 + npη)nl1nl2n|l1+l2| − npη(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|l1+l2|)

]
+Re

[
viµh(l1v)h(l2v)h (|l1 + l2| v)h∗(l1v

−1)h∗(l2v
−1)h∗

(
|l1 + l2| v−1

)]
×

×
[
(1 + npη) (1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|l1+l2|)− npηnl1nl2n|l1+l2|

]}
.

Ãäå li = qiη - ôèçè÷åñêèå èìïóëüñû. Ìû ïîëó÷èëè åãî, ïðîäåëàâ òå æå ìàíèïóëÿöèè

è òå æå ïðèáëèæåíèÿ, ÷òî è ïðè âûâîäå äâóõïåòëåâîé ïîïðàâêè âûøå.

2.6.1 Ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Êàê âèäíî, äàííîå óðàâíåíèå íå èìååò ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ â âèäå òåðìàëü-

íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Áîçå-Ýéíøòåéíà ââèäó îòñóòñòâèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

Áóäåì ðåøàòü åãî â íåêîòîðûõ ïðèáëèæåíèÿõ [53],[17]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âîç-

áóäèëè êàêèì-íèáóäü îáðàçîì âàêóóì Áàí÷à-Äåâèñà. Ïîñëå ýòîãî ìû ñîâåðøàåì

ïîâîðîò ê àóò-ãàðìîíèêàì. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî κ(pη) → 0 äëÿ àóò-ãàðìîíèê,

êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå. Âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè.

Ïåðâàÿ � ïîñëå ïîâîðîòà çàñåëåííîñòü óðîâíåé ýíåðãèé îêàçàëîñü î÷åíü ìà-

ëåíüêîé n(pη) � 1. Òîãäà ïðèáëèçèì ÷ëåíû âõîäÿùèå â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé

ñëåäóþùèì îáðàçîì

(1 + npη)nl1nl2
(
1 + n|l1+l2|

)
− npη(1 + nl1)(1 + nl2)n|l1+l2| ≈ 0,

(1 + npη)nl1 (1 + nl2)
(
1 + n|l1+l2|

)
− npη(1 + nl1)nl2n|l1+l2| ≈ nl1 ,

(1 + npη)nl1nl2n|l1+l2| − npη(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|l1+l2|) ≈ −npη,

(1 + npη) (1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|l1+l2|)− npηnl1nl2n|l1+l2| ≈ 1. (2.44)

Òàêæå ââèäó òîãî, ÷òî äëÿ âûñîêî ýíåðãåòè÷åñêèõ ãàðìîíèê íèêàêîãî ïðîöåññà

ðîæäåíèÿ íå ïðîèñõîäèò (ýòè ãàðìîíèêè åù¼ íå ÷óâñòâóþò êðèâèçíû ïðîñòðàíñòâà,
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è ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî îíè ïîêà âåäóò ñåáÿ òàêæå êàê è â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî,

â êîòîðîì äàííûå ïðîöåññû çàïðåùåíû), ïîýòîìó äëÿ íèõ nl � 1, l � µ. Ôàçîâûé

îáúåì íèçêîýíåðãåòè÷åñêèõ ãàðìîíèê ìàëåíüêèé, ïîýòîìó ïðîöåññàìè èõ ðàññåÿíèÿ

òîæå ïðåíåáðåæåì. Ïîýòîìó ìîæíî âåçäå ïðåíåáðåãàòü nli . Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå

(2.43) ìîæíî ïðèáëèçèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

dn(pη)

d log(pη)
≈ Γ1n(pη)− Γ2, ãäå

Γ1 = λ2 |A|2
6

∫
dD−1l1

(2π)D−1

dD−1l2

(2π)D−1

∫ ∞
0

dvv−1×

Re
[
viµh∗(l1v)h∗(l2v)h∗ (|l1 + l2| v)h(l1v

−1)h(l2v
−1)h

(
|l1 + l2| v−1

)]
Γ2 = λ2 |A|2

6

∫
dD−1l1

(2π)D−1

dD−1l2

(2π)D−1

∫ ∞
0

dvv−1×

Re
[
viµh(l1v)h(l2v)h (|l1 + l2| v)h∗(l1v

−1)h∗(l2v
−1)h∗

(
|l1 + l2| v−1

)]
. (2.45)

Ãäå Γ1,Γ2 - òåìïû ðîæäåíèÿ è ÷àñòèö ñ óðîâíÿ p íà äðóãèå óðîâíè. Ýòî óðàâíåíèå

îáëàäàåò ñòàáèëüíûì ðåøåíèåì n(pη) = Γ2

Γ1
, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè, â êîòîðîé

óõîä ÷àñòèö êîìïåíñèðóåòñÿ ðîæäåíèåì ÷àñòèö. Òàêæå íàäî ó÷åñòü, ÷òî ìû çäåñü

îáñóæäàåì ïëîòíîñòü ÷àñòèö â ñîïóòñòâóþùåì îáúåìå, êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ ñî

âðåìåí. Îäíàêî ôèçè÷åñêèé îáúåì ïðè ýòîì ðàñòåò è ôèçè÷åñêàÿ ïëîòíîñòü ïàäàåò

ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ñîáñòâåííûì âðåìåíåì.

Ìîæíî îöåíèòü, ÷òî npη = Γ2

Γ1
= e−3πµ ≈ e−3πm � 1, ò.å. íàøå ïðåäïîëîæåíèå

ñàìîñîãëàñîâàíî. Åñëè áû ìû ðàññìàòðèâàëè ïîëèíîìèàëüíóþ òåîðèþ φn, òî ñòà-

öèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå èìåëî áû âèä e−(n−1)πm. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå âûãëÿäèò êàê

Áîëüöìàíîâñêîå, íî ñ "òåìïåðàòóðîé"çàâèñÿùåé îò ñòåïåíè ïîòåíöèàëà è íåçàâè-

ñÿùåé îò ýíåðãèè ÷àñòèöû.

Ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíóþ ñèòóàöèþ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå Áîãîëþáîâ-

ñêîãî ïîâîðîòà ìû ïîëó÷èëè n(pη)� 1. Ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî çàñåëåííîñòü

óðîâíåé äëÿ ìàëåíüêèõ çíà÷åíèé ôèçè÷åñêîãî èìïóëüñà ñëàáî çàâèñèò îò åãî çíà-

÷åíèÿ npη ≈ nli � 1. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì

(1 + npη)nl1nl2
(
1 + n|l1+l2|

)
− npη(1 + nl1)(1 + nl2)n|l1+l2| ≈ 0,

(1 + npη)nl1 (1 + nl2)
(
1 + n|l1+l2|

)
− npη(1 + nl1)nl2n|l1+l2| ≈ 2n3

pη,

(1 + npη)nl1nl2n|l1+l2| − npη(1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|l1+l2|) ≈ −2n3
pη,

(1 + npη) (1 + nl1)(1 + nl2)(1 + n|l1+l2|)− npηnl1nl2n|l1+l2| ≈ 4n3
pη. (2.46)
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Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî nl1 � 1 ïðè l1 & µ, òî åñòü äî òîãî êàê ãàðìîíèêà íà÷àëà

÷óâñòâîâàòü êðèâèçíó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü å¼ âêëàäîì â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå.

Òîãäà êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðåäóöèðóåòñÿ ê ñëåäóþùåìó

âèäó

dnpη
d log(pη)

≈ −Γ̄n3
pη, (2.47)

ãäå Γ̄ = λ2 |A|2
6

∫
l1≤µ

dD−1l1
(2π)D−1

∫
l2≤µ

dD−1l2

(2π)D−1

∫ ∞
0

dvv−1×

{
6Re

[
viµh∗(l1v)h(l2v)h (|l1 + l2| v)h(l1v

−1)h∗(l2v
−1)h∗

(
|l1 + l2| v−1

)]
−2Re

[
viµh∗(l1v)h∗(l2v)h∗ (|l1 + l2|)h(l1)h(l2)h (|l1 + l2|)

]
×

+4Re
[
viµh(l1v)h(l2v)h (|l1 + l2|)h∗(l1)h∗(l2)h∗ (|l1 + l2|)

]}
.

Òàê êàê ìû ñ÷èòàåì, ÷òî nl1 6= 0 ïðè l1 . µ, ìû îãðàíè÷èëè ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ

ïî li. Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ â êâàäðàòóðàõ, è ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå:

npη ≈
1√

2Γ̄ log (η/η∗)
. (2.48)

Ðåøåíèå âåðíî òîëüêî â îáëàñòè µ
p
> η > η∗ è èìååò ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ïðè

η → +∞ (ò.å. íàøå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî nli � 1, li & µ âåðíî).

Ýòî ðåøåíèå èìååò îñîáåííîñòü ïðè η → η∗, ÷òî îçíà÷àåò òàêîå æå ïîâåäåíèå è

äëÿ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí, èáî îêîëî η ∼ η∗ ìåòðèêà íå èìååò îñîáåííîñòåé: DK ∼
n(pη)ηD−1 →∞ ïðè η → η∗.
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Ãëàâà 3

Ðîæäåíèå ÷àñòèö ýëåêòðè÷åñêèì

ïîëåì

3.1 Ââåäåíèå

Íà÷èíàÿ ñ çíàìåíèòîé ðàáîòû Øâèíãåðà [23] ðîæäåíèå ÷àñòèö ñèëüíûì ýëåê-

òðè÷åñêèì ïîëåì áûëî èçó÷åíî ìíîãèìè àâòîðàìè ñ ðàçíûõ ñòîðîí [25]�[45]. Â äàí-

íîé ãëàâå ìû îáñóäèì ïðèìåíåíèå ðàçâèòîé â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ òåõíèêè äëÿ èçó-

÷åíèÿ äàííîãî ýôôåêòà. Ðàññìîòðåíèå äàííîãî âîïðîñà â òàêîì êîíòåêñòå èíòåðåñ-

íî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ ïðè ðàññìîòðåíèè êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè.

Ïåðâàÿ ïðîáëåìà âîçíèêàåò èç-çà òîãî, ÷òî ìû íå ó÷èòûâàåì ãðàâèòîíû â ïðîöåññàõ

ðàññåÿíèÿ è ïîýòîìó íå çíàåì òî÷íî, êàê ïîâåäåò ñèñòåìà â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñ ãðàâèòîíàìè. Âòîðàÿ ïðîáëåìà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî ìû ñ÷èòàåì ìåòðèêó

çàôèêñèðîâàííîé è íå ó÷èòûâàåì îòêëèê ñèñòåìû íà ãðàâèòàöèîííûé ôîí. Â ñëó-

÷àå êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè ýòè äâå çàäà÷è, â ïðèíöèïå, ìîæíî ðåøèòü. Òàê

ìû ó÷òåì âêëàä â èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è in-out ôîðìàëèçì è Ãàóññîâî

ïðèáëèæåíèå âíåøíåãî ïîëÿ íå ïðèìåíèìû. Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ðàçëè÷íûå êà-

ëèáðîâêè ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ A0 = −Ex è A1 = Et. Â

ïåðâîì ñëó÷àå ãàìèëüòîíèàí ñòàöèîíàðåí, è åãî ìîæíî äèàãîíàëèçîâàòü, íî ñïåêòð

íåîãðàíè÷åí ñíèçó. Òîãäà êàê âî âòîðîì ñëó÷àå îí ïðîñòî íåñòàöèîíàðåí. Òàêæå

èçó÷åíèå ñêàëÿðíîé êâàíòîâîé ýëåêòðîäèíàìèêè íà ôîíå âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïîëÿ â ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè íå ìîæåò ðàçðåøèòü ñëåäóþùóþ ïðîáëåìó. Åñëè

ïîñ÷èòàòü òîê ÷àñòèö, ðîæäåííûõ áëàãîäàðÿ ýôôåêòó Øâèíãåðà, òî îí îêàçûâà-
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åòñÿ ðàâåí íóëþ, ÷òî êàæåòñÿ ÿâíûì ïðîòèâîðå÷èåì, òàê êàê ðîæäåííûå ÷àñòèöû

äîëæíû äàâàòü âêëàä â òîê.

3.2 Âû÷èñëåíèå 〈out|in〉

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäåëàåì ñòàíäàðòíîå âû÷èñëåíèå àíàëîãè÷íîå òîìó,

÷òî ïðîäåëàëØâèíãåð [24]. Îíî ñîñòîèò â âû÷èñëåíèè ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà 〈out|in〉
äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà

àìïëèòóäà ðàâíà ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ [99]:

〈out|in〉 =

∫
DφDφ̄eiS[φ],

ãäå S [φ] =

∫
d4x

[
|(∂µ − ieAµ)φ|2 −m2 |φ|2

]
. (3.1)

Âûáåðåì êàëèáðîâêó A1 = −Et, ÷òî êàê ðàç è ñîîòâåòñòâóåò ïîñòîÿííîìó ýëåê-

òðè÷åñêîìó ïîëþ íàïðàâëåííîìó âäîëü îñè x. Ïðîèíòåãðèðóåì äåéñòâèå (3.1) ïî

÷àñòÿì è ïåðåïèøåì åãî â ñëåäóþùåì âèäå:∫
d4x

[
|(∂µ − ieAµ)φ|2 −m2 |φ|2

]
= −

∫
d4xφ̄Ôφ,

ãäå Ô = ∂2
t − (∂1 − ieEt)2 − ∂2

⊥ +m2. (3.2)

Òàê êàê òåîðèÿ êâàäðàòè÷íà ïî ñêàëÿðíîìó ïîëþ, èíòåãðàë (3.1) ìîæíî âçÿòü è

ïîëó÷èòü ñëåäóþùèé îòâåò:

〈out|in〉 =
1

det Ô
. (3.3)

Êàê âñåãäà, äåòåðìèíàíò îïåðàòîðà (3.2) ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî ïðîèçâåäåíèåì åãî ñîá-

ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Áóäåì èñêàòü ñîáñòâåííûå âåêòîðà â ôîðìå χ(~x, t) = ei~p~xσ(t).

Òîãäà ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà ñîáñòâåííûå âåêòîðà:[
∂2
t + ~p2 +m2 + e2E2t2 − 2p1eEt

]
σ(t) =

=
[(
∂2
t′ + e2E2t′2

)
+ ~p2

⊥ +m2
]
σ(t) = λnσ(t), (3.4)

ãäå t′ = t− p1
eE
. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî îïåðàòîðà åñòü

λn = ~p2
⊥ +m2 + ieE (2n+ 1) . (3.5)

Ïîÿâëåíèå ieE (2n+ 1) îáúÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè ñäåëàòü çàìåíó E →
−iE, òî îïåðàòîð Ô ïðåâðàòèòñÿ â îïåðàòîð Øðåäèíãåðà äëÿ îñöèëëÿòîðà, äëÿ
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êîòîðîãî ìû çíàåì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé è ïîëó÷àåòñÿ îòâåò

äëÿ ñïåêòðà îïåðàòîðà Ô. Çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì ôîðìóëó äëÿ ëîãàðèôìà

äåòåðìèíàíòà îïåðàòîðà:

log det Ô = log
∏
n

λn =
∑
n

log λn =
∑
n

∞∫
ε

ds

s
e−λns. (3.6)

Äàííîå âûðàæåíèå ðàñõîäèòñÿ ïðè s→ 0, ïîýòîìó ìû ââåëè ðåãóëÿòîð ε→ 0. Ïîä-

ñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ â (3.6), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðà-

æåíèå äëÿ ëîãàðèôìà äåòåðìèíàíòà:

log det Ô = iV

∫
d3p

(2π)3

∞∑
n=0

∞∫
ε

ds

s
e−(m2+p2⊥+ieE(2n+1))s =

= iV
1

16π2

∫
dp1

∞∫
ε

ds

s2

e−m
2s

sin (eEs)
. (3.7)

Ãäå V � ýòî òðåõìåðíûé îáúåì ïðîñòðàíñòâà. Èíòåãðàë ïî dp1 ðàñõîäèòñÿ, íî ñ

ïîìîùüþ çàìåíû t′ = t− p1
eE

åãî ìîæíî ñâÿçàòü ñ èíòåãðàëîì ïî âðåìåíè:

log det Ô = iV4
eE

16π2

∞∫
ε

ds

s2

e−m
2s

sin (eEs)
. (3.8)

Ãäå V4 = V T � ÷åòûðåõìåðíûé îáúåì âñåãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè. Òîãäà îòâåò äëÿ

àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà èç èí-ñîñòîÿíèÿ â àóò-ñîñòîÿíèå åñòü

〈out|in〉 = e− log det Ô = eiφe−Re log det Ô. (3.9)

À âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ ëîãàðèôìà äåòåðìèíàíòà Ô

(3.8)

prob (vac→ vac) = |〈out|in〉|2 = e−2Re log det Ô = e−2γV4 . (3.10)

Âû÷èñëèì γ

γ = Re

i eE
16π2

∞∫
ε

ds

s2

e−m
2s

sin (eEs)

 =

=
e2E2

16π3

∞∑
k=1

(−1)k+1

k2
exp

(
−πm

2k

eE

)
. (3.11)

Ïðè âû÷èñëåíèè äàííîé âåëè÷èíû ìû ó÷ëè, ÷òî â íåé íå ïîÿâëÿþòñÿ ðàñõîäèìîñòè

ïðè ε→ 0, è ïîýòîìó ñïîêîéíî ïîëîæèëè ε ðàâíûì íóëþ.
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Îáñóäèì ñòàòóñ ýòîãî îòâåòà. Äàííîå âû÷èñëåíèå íå ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå

ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Áîëåå òî-

ãî, ëþáîå âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî îò îïåðàòîðà A, ïî ýòîé ïðîöåäóðå áóäåò ñâîäèòüñÿ

òîëüêî ê âû÷èñëåíèþ íåäèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà 〈out|A |in〉. Êàê óêàçûâàëîñü â

ïåðâîé ãëàâå, ìû èíòåðåñóåìñÿ òîëüêî âåëè÷èíàìè âèäà 〈Ψ|A |Ψ〉. Ïîýòîìó ìû íå

áóäåì ðàáîòàòü â ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè. Åäèíñòâåííîå ÷òî ìîæíî ñêàçàòü, îñíî-

âûâàÿñü íà ïðèâåäåííîì âûøå âû÷èñëåíèè, ÷òî ÷òî-òî íåòðèâèàëüíîå ïðîèñõîäèò

ñ êâàíòîâîé òåîðèåé ïîëÿ íà ôîíå âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

3.3 Îáùåå îáñóæäåíèå ñêàëÿðíîé êâàíòîâîé ýëåê-

òðîäèíàìèêè íà ôîíå âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèò-

íîãî ïîëÿ

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ëàãðàíæèàí äëÿ ìàññèâíîé ñêàëÿðíîé ýëåêòðîäèíà-

ìèêè â (3 + 1)-ðàçìåðíîñòÿõ:

S =

∫
d4x

[
|Dµφ|2 −m2|φ|2 − 1

4
F 2
µν − jclµAµ

]
. (3.12)

Ãäå Dµ = ∂µ + ieAµ, òîê jcl
µ ñîçäàåò âíåøíåå ïîëå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ∂µF cl
µν = jcl

ν . Ìû äåëèì ïîëíûé âåêòîðíûé ïîòåíöèàë íà äâå

÷àñòè Aµ = Acl
µ + aµ: êëàññè÷åñêóþ, A

cl
µ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé

Ìàêñâåëëà, è êâàíòîâóþ ÷àñòü, aµ.

Ìû áóäåì èçó÷àòü äâà òèïà âíåøíåãî ïîëÿ: ïîñòîÿííîå ïîëå â òåìïîðàëüíîé

A1(t) = −Et èëè â ïðîñòðàíñòâåííîé A0(x) = Ex êàëèáðîâêå, äëÿ êîòîðîãî jclµ = 0,

è ïóëüñ A1(t) = ET tanh
(
t
T

)
, êîòîðûé â ïðåäåëå T →∞ ïåðåõîäèò â ïåðâûé ñëó÷àé.

Ïîñòîÿííîå ïîëå, êîòîðîå íå ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè, ÿâëÿåòñÿ íåôèçè÷åñêîé ñèòóàöè-

åé. Ïîýòîìó ìû ïðåäïî÷òåì ðàññìàòðèâàòü ïóëüñ. Ìû ïîêàæåì â äàëüíåéøåì, ÷òî

â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ âîçíèêàåò ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå ïåòëåâûå

âêëàäû, à â ñëó÷àå ïóëüñà èíôðàêðàñíî áîëüøèå âêëàäû.

Èç äåéñòâèÿ (3.12) ìîæíî ïîëó÷èòü ôåéíìàíîâñêèå ïðàâèëà äëÿ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîäñòàâëÿÿ

ÿâíî ðàçëîæåíèå âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà íà êëàññè÷åñêóþ è êâàíòîâóþ ÷àñòü â

äåéñòâèå (3.12) è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ, ìû ïî-
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ëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ:

S =

∫
d4x

[
|Dcl

µφ|2 −m2|φ|2 − 1

4
f 2
µν + e2a2

µ |φ|2 − iaµ
(
φ̄
←→
D cl

µφ
)]

. (3.13)

Ãäå fµν = ∂µaν − ∂νaµ, à Dcl
µ = ∂µ + ieAcl

µ . Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ïîëÿ φ â

ñâîáîäíîé, Ãàóññîâîé òåîðèè (òî åñòü ïîëå ôîòîíîâ ìû ïîëîæèëè ðàâíûì íóëþ

aµ = 0) ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì âàðüèðîâàíèÿ ëàãðàíæèàíà (3.13):[
Dcl
µD

cl,µ +m2
]
φ = 0. (3.14)

Òåïåðü ïðèñòóïèì ê êâàíòîâàíèþ ýòîé ñèñòåìû íà ôîíå ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷å-

ñêîãî ïîëÿ.

3.4 Ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â òåìïîðàëüíîé

êàëèáðîâêå

Âûáåðåì òåìïîðàëüíóþ êàëèáðîâêó ~A = ~A(t). Ââèäó ïðîñòðàíñòâåííîé îäíî-

ðîäíîñòè çàäà÷è ïîëå φ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî ïëîñêèì âîëíàì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

φ(t, ~x) =

∫
d3p

(2π)3

[
a~p e

i ~p ~xfp(t) + b+
~p e
−i ~p ~xf ∗−p(t)

]
,

ãäå ãàðìîíèêè fp(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç

(3.14): [
∂

2
t + ω2

p(t)
]
fp(t) = 0,

ãäå ωp(t) =

√
m2 +

[
~p+ e ~A(t)

]2

, ~A(t) = (A1(t), 0, 0) , (3.15)

Ýòî óðàâíåíèå â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ~A(t) = − ~Et íàïîìèíà-
åò óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ñ ïåðåâåðíóòûì êâàäðàòè÷íûì

ïîòåíöèàëîì. Ïîýòîìó äëÿ âûáðàííîãî íàìè âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà A1(t) ìîæíî

íàéòè ãàðìîíèêè fp(t) òî÷íî, íî äëÿ íàøèõ öåëåé ìû íå íóæäàåìñÿ â èõ ÿâíîì

âèäå. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå ðàáîòàåò,

êîãäà |p1 + eA1(t)| � m (â òî÷êå p1 +eA1(t) ∼ 0 ÂÊÁ � ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíèìî).

Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ãàðìîíèêè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå:

fp(t) =


A(p⊥)√

2ωp(t)
e
−i

t∫
thc

ωp(t′)dt′

+ B(p⊥)√
2ωp(t)

e
i
t∫

thc

ωp(t′)dt′

, t < thc,

C(p⊥)√
2ωp(t)

e
−i

t∫
thc

ωp(t′)dt′

+ D(p⊥)√
2ωp(t)

e
i
t∫

thc

ωp(t′)dt′

, t > thc.

(3.16)
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Îêîëî thc, êîãäà p1 + eA1(thc) = 0, êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íå ðàáîòàåò.

A,B,C,D åñòü íåêîòîðûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîòîðûå çàâèñÿò îò ïîïåðå÷íûõ

ê ýëåêòðè÷åñêîìó ïîëþ êîìïîíåíò èìïóëüñà ~p⊥ = (p2, p3), p⊥ =
√
p2

2 + p2
3 è ìîãóò

áûòü îïðåäåëåííû ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.15) èëè èñïîëüçîâàíèÿ êîììóòàöè-

îííûõ ñîîòíîøåíèé. Êîãäà A = 1, B = 0, ñîîòâåòñòâóþùèå ãàðìîíèêè â áåñêîíå÷-

íîì ïðîøëîì ÿâëÿþòñÿ ÂÊÁ�âîëíàìè âèäà e−i
ωt2

2eE è ïîýòîìó ìû áóäåì èõ íàçûâàòü

èí-ãàðìîíèêàìè f inp (t). Ñîîòâåòñòâóþùèå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ ainp è binp , îïðå-

äåëÿþò èí-ñîñòîÿíèå: ainp |in〉 = binp |in〉 = 0. Äëÿ òàêèõ ãàðìîíèê, îäíàêî, îáà C è

D íå ðàâíû íóëþ. Àíàëîãè÷íî, êîãäà C = 1, D = 0, ìû èìååì îäíó ÂÊÁ�âîëíó â

áåñêîíå÷íîì áóäóùåì. Íàçîâåì ýòî ðåøåíèå àóò-ãàðìîíèêîé f outp (t), à ñîîòâåòñòâó-

þùèå îïåðàòîðû óíè÷òîæåíèÿ aoutp , boutp . Îíè îïðåäåëÿþò òàêæå è àóò-ñîñòîÿíèå.

Äëÿ òàêèõ ãàðìîíèê îáà A è B íå ðàâíû íóëþ. Îäíàêî, çíàÿ ýòè êîýôôèöèåíòû

ìîæíî ñäåëàòü ïîâîðîò Áîãîëþáîâà è ïîëó÷èòü îòâåò äëÿ ïëîòíîñòè ðîæäåííûõ

÷àñòèö [23].

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ïîñòîÿííîì ïîëå ó ãàðìîíèê (3.15) åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ

ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííûõ ñäâèãîâ ïî âðåìåíè è èìïóëüñó:

p1 → p1 + α, t→ t+ α/eE. (3.17)

Âñëåäñòâèå ýòîé ñèììåòðèè âåðíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: fp(t) = fp⊥(p1 − eEt) =

fp⊥(pph), ãäå pph = p1−eEt. Êàê ìû â äàëüíåéøåì óâèäèì, íàëè÷èå ñèììåòðèè (3.17)

ñèëüíî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ è ïîçâîëÿåò íàéòè, ÷òî ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ

âîçíèêàåò ñåêóëÿðíûé ðîñò.

À òàêæå îòìåòèì ââèäó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî èíâåðñèè âðåìåíè èí-ãàðìîíèêè

è àóò ãàðìîíèêè ñâÿçàííûå ñëåäóþùèì îáðàçîì

f in∗p⊥
(pph) = f outp⊥

(−pph) .

Êðîìå òîãî, ìîæíî îïðåäåëèòü ãàðìîíèêè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè

f sym (pph) = f sym,∗ (−pph) . (3.18)

Íà ôîíå ïóëüñà ìîæíî îïðåäåëèòü èí(àóò)-ãàðìîíèêè êàê ãàðìîíèêè, êîòîðûå

âåäóò ñåáÿ â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì(áóäóùåì) êàê ïëîñêèå âîëíû

f in(out)
p (t) =

e−iωpt√
2ωp

, t→ −∞(+∞), (3.19)
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ãäå ωp =
√
m2 + p2. Òàêîé âûáîð ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê ïîëå âûêëþ÷àåòñÿ â áåñ-

êîíå÷íîì ïðîøëîì(áóäóùåì). Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èí-ãàðìîíèêè äèàãîíàëèçóþò

ãàìèëüòîíèàí â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì, à àóò-ãàðìîíèêè äåëàþò òî æå ñàìîå â áåñ-

êîíå÷íîì áóäóùåì. Îäíàêî â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå íèêàêîé âûáîð ãàð-

ìîíèê íå äèàãîíàëèçóåò ãàìèëüòîíèàí â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì èëè ïðîøëîì. Ýòî

ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî ïîëå íèêîãäà íå âûêëþ÷àåòñÿ. Äàííàÿ ñèòóàöèÿ àíàëî-

ãè÷íî òîé, ÷òî ìû íàáëþäàëè â ñëó÷àå ãëîáàëüíîãî äå-Ñèòòåðà. Òîãäà ìû òîæå íå

ìîãëè äèàãîíàëèçîâàòü ãàìèëüòîíèàí â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì èëè áóäóùåì.

Òàê êàê ãàìèëüòîíèàí çàâèñèò îò âðåìåíè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ

ôóíêöèé ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü Êåëäûøåâñêóþ äèàãðàììíóþ òåõíèêó âìåñòî

Ôåéíìàíîâñêîé. Âñëåäñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè âíåøíåãî ïîëÿ óäîáíî

ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïðîïàãàòîðû â èìïóëüñíîì

ïðåäñòàâëåíèè íà äðåâåñíîì óðîâíå âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DK
0 (p, t1, t2) =

1

2

[
fp(t1) f ∗p (t2) + fp(t1) f ∗p (t2)

]
, (3.20)

DR,A
0 (p, t1, t2) = ∓θ(∓∆t)

[
fp(t1) f ∗p (t2)− f ∗p (t1) fp(t2)

]
,

GK
0µν(p, t1, t2) = −gµν

cos [|p|(t1 − t2)]

2|p| , (3.21)

GR,A
0µν(p, t1, t2) = ∓igµνθ(∓∆t)

sin [|p|(t1 − t2)]

|p| .

Ïðîïàãàòîðû, îáîçíà÷åííûå êàê DK,A,R
0 è GK,A,R

0 , îïèñûâàþò êîìïëåêñíîå ñêàëÿð-

íîå è ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëÿ ñîîòâåòñòâåííî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôîòîíîâ ìû âû-

áðàëè Ôåéíìàíîâñêóþ êàëèáðîâêó

3.4.1 Âû÷èñëåíèå òîêà â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå äðåâåñíîãî òîêà, âîçíèêàþùåãî èç-

çà äåôîðìàöèè ãàðìîíèê âî âíåøíåì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå [11]. Îáùàÿ ôîðìóëà äëÿ

îïåðàòîðà òîêà èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ĵµ = i
(
φ̄Dcl

µφ− φDcl
µ φ̄
)
. (3.22)

Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âàêóóìó ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ òîêà

〈Ĵ1〉 =

∫
d3p

(2π)3 (p1 + eA1(t))

(
|fp(t)|2 −

E(p⊥)

2ωp(t)

)
, (3.23)
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ãäå ìû ââåëè ðåãóëÿðèçàòîð E(p⊥) íà ñëó÷àé, åñëè âîçíèêíóò ðàñõîäèìîñòè. Îñòàëü-

íûå êîìïîíåíòû òîêà ââèäó ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî ïîâîðîòîâ âîêðóã íàïðàâëå-

íèÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíû íóëþ.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ~E = const. Â

äàííîì ñëó÷àå åñòü ñèììåòðèÿ (3.17), êîòîðàÿ óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ Äåéñòâèòåëü-

íî, ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ôèçè÷åñêîìó èìïóëüñó â ôîðìóëå (3.23)

〈Ĵ1〉 =

∫
d3p

(2π)3 pph

(
|fp⊥ (pph)|2 −

E(p⊥)

2ω(pph)

)
, (3.24)

Ïîêàæåì, ÷òî ïåðâûé ÷ëåí â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé ïðî-

èçâîäíîé ∫
d2p⊥
(2π)2

∫
dpph
2π

pph |fp⊥ (pph)|2 =

∫
d2p⊥
(2π)2

∫
d
(
p2
ph

)
4π

|fp⊥ (pph)|2 =

=

∫
d2p⊥
(2π)2

dpph
4π

∂pph

(
p2
ph

∣∣fp⊥(ppph)
∣∣2)−

−
∫

d2p⊥
(2π)2

∫
dpph
4π

p2
ph

[
fp⊥(pph)∂pphf

∗
p⊥

(pph) + fp⊥(pph)∂pphf
∗
p⊥

(pph)
]

=

=

∫
d2p⊥
(2π)2

∫
dpph
4π

p2
ph

[(
(eE)2∂2

pph
+m2

⊥

)
fp⊥(pph)∂pphf

∗
p⊥

(pph)+

+
(

(eE)2∂2
pph

+m2
⊥

)
fp⊥(pph)∂pphf

∗
p⊥

(pph) + ∂pph

(
p2
ph

∣∣fp⊥(ppph)
∣∣2)] =

=

∫
d2p⊥
(2π)2

∫
dpph
4π

∂pph

[
(eE)2

∣∣∂pphfp⊥(ppph)
∣∣2 +

+ m2
⊥
∣∣fp⊥(ppph)

∣∣+ p2
ph

∣∣fp⊥(ppph)
∣∣2] =

= lim
Λ,Λ′→+∞

∫
d2p⊥

2(2π)3

[
(eE)2

∣∣∂pphfp⊥(ppph)
∣∣2 + m2

⊥
∣∣fp⊥(ppph)

∣∣+ p2
ph

∣∣fp⊥(ppph)
∣∣2]∣∣∣Λ

−Λ′
,

(3.25)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè, ÷òî ãàðìîíèêè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ(
(eE)2∂2

pph
+m2

⊥ + p2
ph

)
fp⊥(pph) = 0, m2

⊥ = m2 + p2
⊥.

Âûðàæåíèå (3.25) ðàñõîäèòñÿ. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ïîäîáðàòü ðåãóëÿðèçàòîð E(p⊥)

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîêðàòèòü äàííûå âêëàäû â òîê. Ê ïðèìåðó, äëÿ ëþáîãî

âûáîðà ãàðìîíèê (3.16) ìîæíî çàôèêñèðîâàòü ðåãóëÿðèçàòîð

E(p⊥) =
A2(p⊥) +B2(p⊥) + C2(p⊥) +D2(p⊥)

2
. (3.26)

Êàê âèäíî, ðåãóëÿðèçàòîð E(p⊥) íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì, îí ñèëüíî çàâèñèò îò

âûáîðà âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ ïðîáëåìîé ÓÔ/ÈÔ ïåðå-

ìåøèâàíèÿ. Ýòî ïðîáëåìà âîçíèêàåò â íàøåé ñèòóàöèè, ïîòîìó ÷òî âñå ãàðìîíèêè
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çàâèñÿò îò ôèçè÷åñêîãî èìïóëüñà pph = p−eEt, ïîýòîìó ñëó÷àé áîëüøèõ èìïóëüñîâ,
è ñëó÷àé áîëüøèõ âðåìåí ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì.

Ïðîâåäåì âû÷èñëåíèå (3.23) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âàêóóìà â ñëó÷àå ýëåêòðè÷åñêî-

ãî ïóëüñà. Ðàçäåëèì èíòåãðèðîâàíèå ïî k1 íà äâå ÷àñòè: k1 < A1(t) è k1 > A1(t).

Òîãäà â êàæäîé èç îáëàñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÂÊÁ� ïðèáëèæåíèå äëÿ ãàðìîíèê

è ïîëó÷èòü:

〈Ĵ1〉
(1)

=

∫
k1<eA1(t)

dkd2k⊥

(2π)3

k1 + eA1(t)

2
(
k2
⊥ + (k1 + eA1)2 +m2

) ,
〈Ĵ1〉

(2)
=

∫
k1>eA1(t)

dkd2k⊥

(2π)3

k1 + eA1(t)

2
(
k2
⊥ + (k1 + eA1)2 +m2

) [|α(k⊥)|2 + |β(k⊥)|2
]
.

Ïåðåéäåì ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ôèçè÷åñêîìó èìïóëüñó: p1 = k1 − eA1(t), p⊥ = k⊥.

Òîãäà ýòè âåëè÷èíû ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

〈Ĵ1〉
(1)

=

0∫
−∞

dpd2p⊥

(2π)3

p

2 (p2
⊥ + p2 +m2)

,

〈Ĵ1〉
(2)

=

∞∫
0

dpd2p⊥

(2π)3

p

2 (p2
⊥ + p2 +m2)

[
1 + 2 |β(p, p⊥)|2

]
.

Ïðîñóììèðîâàâ ýòè äâà âêëàäà ìû ïîëó÷àåì

〈Ĵ1〉 =

∞∫
0

dpd2p⊥

(2π)3

|β(p, p⊥)|2
p2
⊥ + p2 +m2

,

ãäå â 〈J1〉(1) ìû ñäåëàëè çàìåíó p→ −p. Çàìåòèì, ÷òî β(p, p⊥) îòëè÷íî îò íóëÿ òîëü-

êî â òåõ îáëàñòÿõ, ãäå A(t) ñèëüíî ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó îãðàíè÷èì èíòåãðèðîâàíèå

ïî p îáëàñòüþ A(−∞) � p + eA(t). Òîãäà ìîæíî èíòåãðèðîâàòü ïî îáëàñòè ôèçè-

÷åñêèõ èìïóëüñîâ îò 0 äî A(t)− A(−∞). Â ýòîé îáëàñòè êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ

β(p, p⊥) íå çàâèñèò îò p, ÷òî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îòâåòó äëÿ òîêà:

〈Ĵ1〉 = const× [A(t)− A(−∞)] |β|2 . (3.27)

3.4.2 Îäíîïåòëåâûå ïîïðàâêè

Â ýòîì è ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîêàæåì, ÷òî â ñèëüíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïî-

ëå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñîäåðæàò ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì ïåòëåâûå ïîïðàâêè

[53],[83]. Ìû íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ïðîïàãàòîðîâ, DK,A,R(p, t1, t2) è GK,A,R(p, t1, t2),
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è çàêîí÷èì èçó÷åíèåì ïîïðàâîê ê âåðøèíå (òðåõòî÷å÷íàÿ ôóíêöèÿ Ãðèíà). Â ñëó-

÷àå ïðîïàãàòîðîâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë áîëüøèõ âðåìåí t1+t2
2

= t → ∞
ïðè |t1 − t2| = const. Îïåðåæàþùèé è çàïàçäûâàþùèé ïðîïàãàòîðû â óïîìÿíóòîì

ïðåäåëå íå ïîëó÷àþò áîëüøèõ ïîïðàâîê â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå ïî êîíñòàíòå ñâÿçè,

êàê óæå îáñóæäàëîñü â ïåðâûõ ãëàâàõ.

3.4.3 Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê ôîòîííîìó Êåëäûøåâñêîìó

ïðîïàãàòîðó

Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ôîòîíîâ. Â èíôðàêðàñíîì ïðåäåëå ëèäèðóþùàÿ îäíî-

ïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê ïðîïàãàòîðó, êàê îáñóæäàëîñü ðàíåå, ìîæåò áûòü çàïèñàíà â

ñëåäóþùåé ôîðìå:

GK,0+2
µν (q, t1, t2) =

[
nµν(q, t)−

gµν
2

] e−i|q|(t1−t2)

2|q| + κµν(q, t)
e−i|q|(t1+t2)

2|q| + h.c., (3.28)

Ãäå nµν è κµν àíàëîãè÷íî (1.49) è (1.50) èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

nµν(q, t) = e2

t∫
t0

dt3

t∫
t0

dt4
e−i|q|(t3−t4)

2|q|

∫
d3k

(2π)3
×

×
[
fk(t3)Dµfk+q(t3) − Dµfk(t3)fk+q(t3)

] [
f ∗k (t4)Dνf

∗
k+q(t4) − Dνf

∗
k (t4)f ∗k+q(t4)

]
,

è κµν(q, t) = −2e2

t∫
t0

dt3

t1∫
t0

dt4
ei|q|(t3+t4)

2|q|

∫
d3k

(2π)3
×

×
[
fk(t3)Dµfk+q(t3) − Dµfk(t3)fk+q(t3)

] [
f ∗k (t4)Dνf

∗
k+q(t4) − Dνf

∗
k (t4)f ∗k+q(t4)

]
.

(3.29)

Ãäå Dµ fp(t) ≡ (∂t, ip1 + ieA1(t), ip2, ip3) × fp(t) è t0 � ìîìåíò âðåìåíè, ïîñëå êî-

òîðîãî àäèàáàòè÷åñêè âêëþ÷àåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ êâàíòîâûì

ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì aµ.

Ìû íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, êîãäà åñòü òî÷íàÿ ñèì-

ìåòðèÿ fp(t) = fp⊥(p1 − eEt). Ìû äåëàåì â (3.29) ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:

t′ = t3+t4
2

è τ = t3−t4
2
. Èíòåãðàë ïî τ ñõîäèòñÿ èç-çà áûñòðûõ îñöèëëÿöèé ïîäûí-

òåãðàëüíîé ôóíêöèè ïðè τ → ±∞. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü τ îò
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−∞ äî ∞. Â ðåçóëüòàòå:

nµν(q, t) = 2 e2

t∫
t0

dt′
∞∫

−∞

dτ
e−2i|q|τ

2|q|

∫
d3k

(2π)3
×

×
[
fk(τ)Dµfk+q(τ) − Dµfk(τ)fk+q(τ)

] [
f ∗k (−τ)Dνf

∗
k+q(−τ) − Dνf

∗
k (−τ)f ∗k+q(−τ)

]
,

κµν(q, t) = −4e2

t∫
t0

e2i|q|t′

2|q| dt
′
∞∫

0

dτ

∫
d3k

(2π)3
×

×
[
fk(τ)Dµfk+q(τ) − Dµfk(τ)fk+q(τ)

] [
f ∗k (−τ)Dνf

∗
k+q(−τ) − Dνf

∗
k (−τ)f ∗k+q(−τ)

]
.

(3.30)

Åñòü òàêæå âêëàäû, èäóùèå îò âåðøèíû, êîòîðàÿ èìååò ñëåäóþùóþ ôîðìó e2 |φ|2 a2
µ.

Îäíàêî â îäíîé ïåòëå îíè èìåþò âèä âñòàâêè ìàññîâîãî îïåðàòîðà, è ïîýòîìó êàê

îáñóæäàëîñü âûøå, íå ìåíÿþò çàñåëåííîñòü óðîâíåé ýíåðãèè. Âñëåäñòâèå ýòîãî ìû

èõ íå ó÷èòûâàåì.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ nµν â (3.30) íå çàâèñèò îò

t′ (ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà îïèñàííîé ñèììåòðèè äëÿ

ãàðìîíèê â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå f(k1, k⊥, t) = fk⊥(k1−eEt)). Â ðåçóëüòà-

òå ïðîïàãàòîð ïîëó÷àåò ëèíåéíî ðàñòóùèå ñî âðåìåíåì ïîïðàâêè: nµν ∼ e2(t− t0).

Ðàñõîäèìîñòü ïîÿâëÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî âûáîðà òî÷íûõ ãàðìîíèê fp(t). Îäíàêî èç-

çà íàëè÷èÿ îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé ïî ïåðåìåííîé t′ âî âòîðîì èíòåãðàëå (3.30)

ìû íå ïîëó÷àåì òàêèå æå ðàñõîäèìîñòè äëÿ κµν . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî κµν ïîäàâëåíî

ïî ñðàâíåíèþ ñ nµν , è, ñëåäîâàòåëüíî, ìû âûáðàëè ñ ñàìîãî íà÷àëà ïðàâèëüíûé

âàêóóì äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íî íàëè÷èå ñåêóëÿðíîãî ðîñòà nµν îçíà÷àåò,

÷òî â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì ðàññìàòðèâàåìàÿ òåîðèÿ ïîëÿ ïåðåéäåò â âîçáóæäåííîå

ñîñòîÿíèå, à íå â ôîòîííûé âàêóóì.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííàÿ ðàñõîäèìîñòü íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ íó-

ëåâîé ìàññîé ôîòîíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè äîáàâèòü ê ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè

þêàâîâñêîå âçàèìîäåéñòâèå λϕ|φ|2 äëÿ ñêàëÿðíûõ áîçîíîâ φ, òî àíàëîãè÷íîå (3.30)
âûðàæåíèå äëÿ çàñåëåííîñòè óðîâíåé nϕp íîâîãî ïîëÿ ϕ áóäåò åùå ïðîùå: ïîä èí-

òåãðàëîì ïî dτ áóäåò ñòîÿòü âñåãî ëèøü ïðîèçâåäåíèå ÷åòûðåõ ãàðìîíèê. Òîãäà nϕp

ïîëó÷èò ñåêóëÿðíî ðàñòóùèé ïåòëåâîé âêëàä. Íî ïðåôàêòîð ïåðåä e2 (t− t0) áóäåò

ïîäàâëåí ñèëüíåå äëÿ ìàññèâíûõ ïîëåé.

Ðåãóëÿòîð t0 ðàññìàòðèâàåìîé èíôðàêðàñíîé ðàñõîäèìîñòè íå ìîæåò áûòü óâå-

äåí â áåñêîíå÷íîå ïðîøëîå t0 → −∞. Áåç ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, â ïðåäåëå E → 0,
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ãàðìîíèêè ñòàíîâÿòñÿ îáû÷íûìè ïëîñêèìè âîëíàìè, fp(t) → eiωp t. Òîãäà êîýôôè-

öèåíò ïåðåä âûðàæåíèåì, e2(t−t0), ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî dτ ñòàíîâèòñÿ ïðîïîð-

öèîíàëåí
∫
d3k δ (|q|+ ωk + ωk−q) . Ýòà δ�ôóíêöèÿ óñòàíàâëèâàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèè, êîòîðûé çàïðåùàåò ðîæäåíèå ÷àñòèö, òàê êàê |q| + ωk + ωk−q > 2m > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè E = 0, ñåêóëÿðíûé âêëàä ê nµν ðàâåí íóëþ, è ìîæíî áðàòü

ïðåäåë t0 → −∞. Åñëè âíåøíåå ïîëå íå ðàâíî íóëþ, îñòðûé ïèê δ�ôóíêöèè ñòàíî-

âèòñÿ ðàçìûòûì, è çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè íàðóøàåòñÿ â çàâèñÿùåì îò âðåìåíè

âíåøíåì ïîëå. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷àåì ðàññìîòðåííóþ âûøå ðàñõîäèìîñòü.

Êîýôôèöèåíò ïåðåä ðàñõîäèìîñòüþ, e2(t−t0), ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ èíòåãðàëà ñòîëê-

íîâåíèé, õàðàêòåðèçóþùåé òåìï ðîæäåíèå ôîòîíîâ âíåøíèì ïîëåì. Âûðàæåíèþ

(3.30) ìîæåò áûòü ñîïîñòàâëåí ïðîöåññ ðîæäåíèÿ îäíîãî ôîòîíà ñ âîëíîâîé ôóíê-

öèåé eiqt è äâóõ ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûõ áîçîíîâ ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè fk

è fk+q.

Çàìåòèì, ÷òî, õîòÿ e2 ìàëî, ïîñëå áîëüøîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè ïåòëåâûå ïî-

ïðàâêè e2(t − t0) → ∞ ñòàíîâÿòñÿ áîëüøèìè è äàæå ñðàâíèìûìè ñ äðåâåñíûì

âêëàäîì Òî åñòü ïåòëåâûå ïîïðàâêè äåôîðìèðóþò çíà÷åíèÿ êëàññè÷åñêèõ âåëè-

÷èí. Ýòî ïîäíèìàåò âîïðîñ î ñóììèðîâàíèè âñåõ íåïîäàâëåííûõ ïîïðàâîê â ïðå-

äåëå t− t0 →∞. Äàííàÿ ïðîöåäóðà áóäåò ïðîäåëàíà íèæå ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî

ìåòîäîâ ðàçâèòûõ â ïåðâîé ãëàâå äàííîé äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

Íàëè÷èå òàêîé ðàñõîäèìîñòè â nµν îçíà÷àåò, ÷òî ïîñòîÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå

íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, õîòÿ îíî è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â

îòñóòñòâèè èñòî÷íèêîâ. Çà ñ÷åò êâàíòîâûõ ýôôåêòîâ âîçíèêàþò ïîïðàâêè ê ïîëþ,

÷òî äîëæíû ïðèâåñòè ê åãî ðàñïàäó.

Òàêèì îáðàçîì, îñìûñëåííåå ðàññìàòðèâàòü ýëåêòðè÷åñêèé ïóëüñ, âåêòîð � ïî-

òåíöèàë äëÿ êîòîðîãî èìååò âèä A1(t) = −ET tanh
(
t
T

)
âìåñòî ïîñòîÿííîãî ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ. Íà ôîíå ïóëüñà ïîëó÷àþòñÿ òî÷íî òàêèå æå ôîðìóëû äëÿ nµν è

κµν êàê è â (3.29), íî ñ äðóãèìè ãàðìîíèêàìè fp(t). Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé

T � 1
m
, t0 � −T è t � T . Ìû ìîæåì ðàçëè÷èòü òðè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ: äî

(t0 < t3,4 < −T ), âíóòðè (−T < t3,4 < T ) è ïîñëå (T < t3,4 < t) ýëåêòðè÷åñêîãî ïóëü-

ñà. Äî è ïîñëå ïóëüñà ãàðìîíèêè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïëîñêèõ âîëí,

Ae−iωpt + Beiωpt, ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè, A è B, çàâèñÿùèìè îò p⊥. Ïîñëå èõ

ïîäñòàíîâêè â (3.29), çàìåíû ïåðåìåííûõ è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ = (t3 − t4)/2, ñè-

òóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñõîæåé ñ îòñóòñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ: ïîä èíòåãðàëîì ïî d3k ìû

80



ïîëó÷àåì δ�ôóíêöèþ òèïà δ(|q|±ωk−q±ωk). Àðãóìåíò ýòîé δ�ôóíêöèè íèêîãäà íå
çàíóëÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äî è ïîñëå ïóëüñà nµν íå ïîëó÷àåò áîëüøèõ ïîïðàâîê.

Â òî æå âðåìÿ äëÿ îöåíêè âêëàäà ê nµν â ïðåäåëå T → ∞, ïðèõîäÿùåãî ñ âíóò-

ðåííåé ÷àñòè ïóëüñà, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü òå æå ñàìûå âû÷èñëåíèÿ â ñëó÷àå

ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå ïóëüñà ìû îïÿòü ïîëó-

÷àåì áîëüøîé èíôðàêðàñíûé âêëàä: nµν ∼ e2 T . Â ïðåäåëå T → ∞ ýòè ïîïðàâêè

ñòàíîâÿòñÿ ñóùåñòâåííûìè è ïðèâîäÿò ê èçìåíåíèþ çàñåëåííîñòè óðîâíåé.

3.4.4 Ñâîéñòâà nµν

Òàê êàê nµν = 〈α†µαν〉, ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ íå¼ âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà îáû÷-

íûå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ôîòîíîâ. À èìåííî ïîïåðå÷íîñòü ìàòðèöû ïëîòíîñòè

qµnµν(q) = 0 è ïîëîæèòåëüíîñòè ñëåäà nµµ > 0, òî åñòü ìû ñîçäàåì ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî ôèçè÷åñêèõ ôîòîíîâ.

Ïîêàæåì, ÷òî nµν ïîïåðå÷íà, nµν(q, t) q
ν = 0. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî nµν(q, t <

t0) qν = 0 â ñèëó íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîñëå óìíîæåíèÿ (3.29) íà èìïóëüñ ôîòîíà

qµ ìû ïîëó÷àåì:

nµν(q, t) q
µ = e2

t∫
−∞

dt3

t∫
−∞

dt4

∫
d3k

(2π)3

|q| e−i|q|(t3−t4)

2|q| ×

×
[
fk(t3)∂t3fk−q(t3) − ∂t3fk(t3)fk−q(t3)

] [
f ∗k (t4)Dνf

∗
k−q(t4) − Dνf

∗
k (t4)f ∗k−q(t4)

]
+

+e2

t∫
−∞

dt3

t∫
−∞

dt4

∫
d3k

(2π)3

e−i|q|(t3−t4)

2|q| ×

×i∂t3
[
fk(t3)∂t3fk−q(t3) − ∂t3fk(t3)fk−q(t3)

] [
f ∗k (t4)Dνf

∗
k−q(t4) − Dνf

∗
k (t4)f ∗k−q(t4)

]
=

= ie2

t∫
−∞

dt4

∫
d3k

(2π)3

e−i|q|(t−t4)

2|q| ×

×
[
fk(t)∂tfk−q(t) − ∂tfk(t)fk−q(t)

] [
f ∗k (t4)Dνf

∗
k−q(t4) − Dνf

∗
k (t4)f ∗k−q(t4)

]
. (3.31)

×òîáû ïîëó÷èòü ýòî âûðàæåíèå, ìû èñïîëüçîâàëè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ãàðìî-

íèê fp(t). Èñïîëüçóÿ fp(t) = fp⊥(p−eEt) è äåëàÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ t4 = t+τ, k →
k − eEt, ìû ïîëó÷àåì:
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nµν(q, t)q
µ = ie2

0∫
−∞

dτ

∫
d3k

(2π)3

ei|q|τ

2|q| ×

×
[
fk(0)∂tfk−q(0) − ∂tfk(0)fk−q(0)

] [
f ∗k (τ)Dνf

∗
k−q(τ) − Dνf

∗
k (τ)f ∗k−q(τ)

]
. (3.32)

Ñëåäîâàòåëüíî, nµν q
µ íå çàâèñèò îò âðåìåíè, è nµν(q, t)q

µ = nµν(q, t < t0)qµ =

0. Òîãäà nµν(q, t) = πµν(q)nq(t), ãäå πµν(q) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì πµν(q)q
ν = 0.

Òàêæå ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî nq(t) ïîëîæèòåëüíà:

nq(t) ∝ e2

∫
d3k

(2π)3

1

2|q|

∣∣∣∣∣∣
t∫

t0

dt [fk(t)D0fk−q(t)−D0fk(t)fk−q(t)] e
−i|q|t

∣∣∣∣∣∣
2

≥ 0. (3.33)

Â çàêëþ÷åíèå ìû áû õîòåëè ïîíÿòü, ïðèâîäèò ëè íàëè÷èå nµν 6= 0 ê ïîòîêó ôîòî-

íîâ èëè íåò. ×òîáû óâèäåòü ýòî, âû÷èñëèì êâàíòîâûå ñðåäíèå êîìïîíåíò òåíçîðà

ýíåðãèè-èìïóëüñà T0i:

〈: T0i :〉 ≡ 〈T0i(E)〉 − 〈T0i(E = 0)〉 =

∫
d3q

(2π)3

1

2 |~q|
[
q0qi n+ q

2
µ n0i − qµqi nµ0 − q0q

µ nµ i

]
.

(3.34)

Èñïîëüçóÿ nµν q
µ = 0, q2

µ = 0 è q0 = |~q|, ïîëó÷àåì 〈: T0i :〉 =
∫

d3q
(2π)3

n(q)
2
qi. Ëåãêî ïî-

êàçàòü, ÷òî n(−~q) = n(~q). Ñëåäîâàòåëüíî, 〈: T0i :〉 = 0. ( Äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû

〈: Tµν :〉 ïðè ýòîì íå èñ÷åçàþò).

3.4.5 Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê ñêàëÿðíîìó ïðîïàãàòîðó

Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê ñêàëÿðíîìó ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà â ïðåäåëå áîëüøèõ

âðåìåí t = (t1 + t2)/2 → ∞ ïðè t � |t1 − t2| = const, ìîæåò áûòü âûðàæåíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

DK(p, t1, t2) =

[
n

+
p (t) +

1

2

]
fp(t1)f ∗p (t2) + κ+

p (t)fp(t1)fp(t2)+

+ (+↔ −, ~p↔ −~p) , (3.35)

Ãäå n+
p (t) è κ+

p (t) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôîðìóëû àíàëîãè÷íûå (1.49) è (1.50)
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n+
p (t) = e2

t∫
t0

dt3

t∫
t0

dt4

∫
d3q

(2π)3

e−i|q|(t3−t4)

2|q| ×

×
{
−
[
(2~p⊥ + ~q⊥)2 + (2p1 + q1 + 2eEt3)(2p1 + q1 + 2eEt4)

]
×

×fp(t3)f ∗p (t4)fp+q(t3)f ∗p+q(t4)+ (3.36)

+
[
ḟp(t3)fp+q(t3)− fp(t3)ḟp+q(t3)

] [
ḟ ∗p (t4)f ∗p+q(t4)− f ∗p (t4)ḟ ∗p+q(t4)

]}
,

è κ+
p (t) = e2

t∫
t0

dt3

t∫
t0

dt4

∫
d3q

(2π)3

e−i|q|(t3−t4)

2|q| ×

×
{
−
[
(2~p⊥ + ~q⊥)2 + (2p1 + q1 + 2eEt3)(2p1 + q1 + 2eEt4)

]
×

×fp(t3)f ∗p (t4)fp+q(t3)f ∗p+q(t4)+ (3.37)

+
[
ḟ ∗p (t3)fp+q(t3)− f ∗p (t3)ḟp+q(t3)

] [
ḟ ∗p (t4)f ∗p+q(t4)− f ∗p (t4)ḟ ∗p+q(t4)

]}
,

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå ḟ(t) = df
dt
. Àíàëîãè÷íûå âûðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ è äëÿ

àíòè-÷àñòèö � n− è κ−.

Ìû îïÿòü íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Äåëàÿ òå æå

ñàìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê ïðè âû÷èñëåíèè nµν , t
′ = (t3 + t4)/2 è τ = (t3 − t4)/2,

ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî n+
p (t) = n+

p⊥
(pph), ãäå pph = p1 + eEt. Çàòåì, âçÿâ ïðîèçâîäíóþ

∂/∂pph â (3.36), ìû ïîëó÷àåì:

eE
∂n+

p⊥

∂pph
= I[pph] ≡ e2

∞∫
−∞

dτ

∫
d3q

(2π)3

e−2i|q|τ

2|q| ×

×
{
−
[
(2~p⊥ − ~q⊥)2 + (2pph − q1 + 2eEτ)(2pph − q1 − 2eEτ)

]
×

×fp⊥ (pph + eEτ) f ∗p⊥ (pph − eEτ) fp⊥−q⊥ (pph + q1 + eEτ) f ∗p⊥−q⊥ (pph − q1 − eEτ) +[
ḟp⊥ (pph + eEτ) fp⊥−q⊥ (pph − q1 + eEτ)− fp⊥ (pph + eEτ) ḟp⊥−q⊥ (pph − q1 + eEτ)

]
×

×
[
ḟ ∗p⊥ (pph − eEτ) f ∗p⊥−q⊥ (pph − q1 − eEτ)− f ∗p⊥ (pph − eEτ) ḟ ∗p⊥−q⊥ (pph − q1 − eEτ)

]}
,

(3.38)

ãäå ìû ñäåëàëè çàìåíó ~q → −~q. Ñåé÷àñ ìû áû õîòåëè óâèäåòü, êàê çàâèñèò I[pph]

îò pph â ïðåäåëå pph →∞ (t→ +∞). Ê ïðèìåðó, åñëè I[pph] íå çàâèñèò îò pph, òî â

ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå ìû áóäåì èìåòü ëèíåéíî ðàñòóùèå ïîïðàâêè ê n+.
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Áîëüøèå èìïóëüñû ôîòîíîâ íå äàþò áîëüøèõ âêëàäîâ ê I[pph] èç-çà áûñòðûõ

îñöèëëÿöèé ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëå pph → ∞ ìû

ìîæåì ðàçëîæèòüñÿ ïî ñòåïåíÿì q1 è ñîõðàíèòü òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû. Ãàðìîíèêè

â ïðåäåëå pph →∞ âåäóò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

fp⊥(pph) ≈ α ·
(pph
m

)im2
⊥

2eE
exp

[
i
p2ph
2eE

]
√

2
(
m2
⊥ + p2

ph

) 1
4

+ β ·
(pph
m

)−im2
⊥

2eE
exp

[
−i p

2
ph

2eE

]
√

2
(
m2
⊥ + p2

ph

) 1
4

. (3.39)

Ãäå m2
⊥ = ~p2

⊥ +m2, è α, β ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò p⊥.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðåäåëå íàèáîëüøàÿ ïîïðàâêà ê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ

(3.38) ïðèõîäèò îò èíòåðôåðèðóþùèõ ýêñïîíåíò â ïðîèçâåäåíèè ãàðìîíèê â (3.39).

Ïîýòîìó, ñîõðàíÿÿ íàèáîëüøèå è íå îñöèëëèðóþùèå ïî pph âêëàäû â ïðåäåëå pph →
∞, ìû ïîëó÷àåì:

I[pph] ∝ e2

∞∫
−∞

dτ

∫
d3q

(2π)3

1

p2
ph

e−2i|q|τ

2|q| ×

×
[
|α(p⊥ − q⊥)|2 |β(p⊥)|2 e−2iq1τ + |α(p⊥)|2|β(p⊥ − q⊥)|2 e2iq1τ

]
∝ 1

p2
ph

. (3.40)

Î÷åâèäíî, ÷òî
pph∫ dkph

k2ph
ñõîäèòñÿ â ïðåäåëå pph → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íåò íèêàêèõ

ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì t (èëè pph) âêëàäîâ ê n
+ íà îäíîïåòëåâîì óðîâíå. Àíàëîãè÷-

íî, ìû íå íàéäåì ñåêóëÿðíîãî ðîñòà íè â κ+, íè â n−, κ−. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

â âûñøèõ ïåòëåâûõ óðîâíÿõ (∼ e4) ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå âêëàäû

ê n± è κ±. Îíè ïðèõîäÿò îò ðàñõîäèìîñòåé, ïîÿâëÿþùèõñÿ â nµν íà îäíîïåòëåâîì

óðîâíå.

Èíòåðïðåòàöèÿ äàííîé ñèòóàöèè ñëåäóþùàÿ. Ðàññìîòðèì ãàðìîíèêó ñ èìïóëü-

ñîì p, òîãäà å¼ ôèçè÷åñêèé èìïóëüñ åñòü pph = p + eEt, êîòîðûé ðàñòåò ñî âðåìå-

íåì. Â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì �÷àñòèöà�, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ãàðìîíèêå, èìåëà

áîëüøîé ôèçè÷åñêèé èìïóëüñ è ïîýòîìó íå ÷óâñòâîâàëà ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, èç-

çà ýòîãî I [pph] ≈ 0. Êîãäà pph ≈ 0, ÷àñòèöà íà÷àëà ÷óâñòâîâàòü ýëåêòðè÷åñêîå

ïîëå, ÷òî ïðèâîäèò ê ðîæäåíèþ êâàíòîâ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ I [pph] 6= 0. Íî òàê êàê

ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ñíîâà óâîäèò ôèçè÷åñêèé èìïóëüñ â áåñêîíå÷íîñòü, ýòîò ðîñò

îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ñèòóàöèþ ìîæíî ñðàâíèòü ñ òåì, ÷òî ìû íàáëþäàëè â ðàñøè-

ðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå. Òàì ðîæäåíèå íà÷èíàëîñü, êîãäà ôèçè÷åñêèé èìïóëüñ

pph = pη ñòàíîâèëñÿ ìåíüøå µ =
√
m2 −

(
D−1

2

)2
> pη, íî, òàê êàê pη > 0, âîéäÿ

â èíôðàêðàñíóþ îáëàñòü èìïóëüñîâ, ïîñëåäíèé íå ìîæåò å¼ ïîêèíóòü. Ýòî ïðè-
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âîäèò ê íàëè÷èþ ëèíåéíî ðàñòóùåãî âêëàäà â ðàñøèðÿþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå è

èíôðàêðàñíîé ðàñõîäèìîñòè â ñæèìàþùåéñÿ Ïóàíêàðå êàðòå.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ýëåêòðè÷åñêîãî ïóëüñà. Â îáëàñòè |t3,4| � T , êîãäà ïîëå

âêëþ÷åíî, ñèòóàöèÿ òî÷íî òàêàÿ æå êàê è â ñëó÷àå ïîñòîÿííîãî ýëåêòðè÷åñêîãî

ïîëÿ. Â òîæå âðåìÿ, â îáëàñòè |t3,4| � T ãàðìîíèêè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíà-

öèåé ïëîñêèõ âîëí, e±iωpt. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî τ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóþùèå âêëàäû â n+ ÿâëÿþòñÿ ñóììîé δ�ôóíêöèé âèäà δ (|q| ± Ep ± Ep+q), ãäå
Ep =

√
p2 +m2. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî δ (|q| ± Ep ± Ep+q) = 0 (ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè

çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàïðåùåíû ïðîöåññû ðàññåÿíèÿ ôîòîíà íà çàðÿæåííîé ÷à-

ñòèöå è ðàñïàä ôîòîíà íà ïàðó ÷àñòèöû è àíòè÷àñòèöû). Ñëåäîâàòåëüíî, íà ôîíå

ýëåêòðè÷åñêîãî ïóëüñà ìû òàêæå íå èìååì ñåêóëÿðíî ðàñòóùèõ âêëàäîâ ê n± íà

îäíîïåòëåâîì óðîâíå. Îäíàêî, ïðèñóòñòâóþò ðàñòóùèå âêëàäû â âûñøèõ ïåòëÿõ,

êîòîðûå ïðèõîäÿò îò îäíîïåòëåâûõ ðàñõîäèìîñòåé â nµν .

Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííîé êàëèáðîâêè, ìû òîæå ïîñ÷èòàåì ïîïðàâêè ê ñêàëÿð-

íûì ïðîïàãàòîðàì è óâèäèì, ÷òî ýòè âû÷èñëåíèÿ ñîãëàñóþòñÿ (ïðè÷åì âû÷èñëåíèÿ

îêàæóòñÿ íàìíîãî ïðîùå ïðîäåëàííûõ çäåñü).

3.4.6 Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà ê âåðøèíå

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ìû îáñóäèì òðåõòî÷å÷íûå êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè âØâèí-

ãåðîâñêîé ±�ïàðàìåòðèçàöèè ïðîïàãàòîðîâ. Ìû ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, ñëåäóþ-

ùóþ ôóíêöèþ G−−−µ (x1, t1, x2, t2, x3, t3) = 〈TAµ(x1, t1)φ(x2, t2), φ̄(x3, t3)〉. Ìû èíòå-

ðåñóåìñÿ ïðåäåëîì áîëüøèõ âðåìåí, êîãäà t1 ≈ t2 ≈ t3 ≈ t → ∞ è t � |ti − tj| =

const. Òàêæå ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì.

×òîáû ïîíÿòü îäíîïåòëåâîé îòâåò, ìû íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ äðåâåñíîãî âûðàæåíèÿ

äëÿ G−−−µ (t, p, q):

G−−−treeµ(t, p, q) =
e

2|q|Im

e−i|q|tfp(t)fp+q(t) t∫
−∞

dτei|q|τ
(
f ∗p (τ)

←→
D µ(τ)f ∗p+q(τ)

) , (3.41)

ãäå p, q èìïóëüñû îäíîãî èç ñêàëÿðíûõ áîçîíîâ è ôîòîíà ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ìû

ïðåíåáðåãëè ðàçíîñòüþ ìåæäó t1,2,3 è t = t1+t2+t3
3

.

Õàðàêòåðíûé âêëàä â îäíîïåòëåâóþ ïîïðàâêó ê ôóíêöèè Ãðèíà G−−−µ (t, p, q)
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èìååò ñëåäóþùèé âèä

∆G−−−loopµ(t, p, q) ∝
e3

2|q| e
±i|q|t f̄p(t)f̄p+q(t)

∫ t

−∞
dt1e

∓i|q|t1
∫

d3k

(2π)3

(
f̄p−k(t1)

←→
D µ(t1)f̄p−k+q(t1)

)
×

×
[∫ t

−∞
dt2

∫ t

−∞
dt3

e±i|k|(t2−t3)

2|k|
(
f̄p(t2)

←→
D ν(t2)f̄p−k(t2)

)(
f̄p−k+q(t3)

←→
D ν(t3)f̄p+q(t3)

)]
,

(3.42)

ãäå f̄p(t) îçíà÷àåò ëèáî fp(t), ëèáî f
∗
p (t). Ìîæíî âèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàò-

íûõ ñêîáêàõ ñõîäèòñÿ è ïðîïîðöèîíàëüíî∫
(A+Bτ)dτei|k|(1−cos θ)τ = Aδ [|k|(1− cos θ)] +Bδ′[|k|(1− cos θ)]

, ãäå θ åñòü óãîë ìåæäó ~k è âíåøíèì ïîëåì E, à A è B íåêîòîðûå êîíå÷íûå âûðàæå-

íèÿ. Îòñþäà ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî G−−−µ (t, p, q) íå ïîëó÷àåò áîëüøèõ èíôðàêðàñíûõ

âêëàäîâ. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïðèìåíèìû è ê îñòàëüíûì òðåõòî÷å÷íûì êîð-

ðåëÿöèîííûì ôóíêöèÿì.

3.4.7 Ñóììèðîâàíèå ëèäèðóþùèõ èíôðàêðàñíûõ ïîïðàâîê

Õîòÿ e2 ìàëî, ïðîèçâåäåíèå e2(t − t0) (èëè e2T ) ñòàíîâèòñÿ áîëüøèì â ïðåäåëå

t − t0 → ∞ (T → ∞). Ñëåäîâàòåëüíî, âûñøèå ïîïðàâêè ê ïðîïàãàòîðó íå ïîäàâ-

ëåíû ïî ñðàâíåíèþ ñ äðåâåñíûì âêëàäîì. ×òîáû ïîíÿòü ôèçèêó íà ôîíå ñèëüíîãî

ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ìû äîëæíû ïðîñóììèðîâàòü âñå ëèäèðóþùèå èíôðàêðàñíûå

âêëàäû ïðèõîäÿùèå ñî âñåõ ïåòåëü, êàê îïèñûâàëîñü â ïåðâîé ãëàâå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

âñå âåðøèíû, îïåðåæàþùèé, çàïàçäûâàþùèé, à òàêæå Êåëäûøåâñêèé ñêàëÿðíûå

ïðîïàãàòîðû ïîäàâëåíû. Òîãäà, èñïîëüçóÿ òåõíèêó ðàçâèòóþ â ïåðâîé ãëàâå, ìû

ïîëó÷àåì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè ôîòîíîâ:

∂nµν(q, t)

∂t
= −Γρ1µ(q)

[
−gρν + nρν(q, t)

]
+ Γρ2µ(q)nρν(q, t), (3.43)

ãäå Γ1µν(q) = e2

∫
d3k

(2π)3

∞∫
−∞

dτ
e−2i|q|τ

|q| ×

×
[
fk(τ)Dµfk−q(τ) − Dµfk(τ)fk−q(τ)

] [
f ∗k (−τ)Dνf

∗
k−q(−τ) − Dνf

∗
k (−τ)f ∗k−q(−τ)

]
è Γ2µρ(q) = e2

∫
d3k

(2π)3

∞∫
−∞

dτ
e−2i|q|τ

|q| ×

×
[
f ∗k (τ)Dµf

∗
k−q(τ) − Dµf

∗
k (τ)f ∗k−q(τ)

] [
fk(−τ)Dρfk−q(−τ) − Dρfk(−τ)fk−q(−τ)

]
.
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Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî Γ1,2µν(q) ïîïåðå÷íû: Γ1,2µν(q)q
ν = 0. Òàêèì îáðàçîì, Γ1,2

ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê Γ1,2µν(q) = πµν(q)Γ1,2(q). Òàêæå èç îäíî�ïåòëåâîãî

îòâåòà äëÿ nq(t) ñëåäóåò, ÷òî Γ1 ≥ 0. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî Γ2 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Îêîí÷àòåëüíî ìîæíî ïðÿìûìè âû÷èñëåíèÿìè

ïîêàçàòü, ÷òî Γ1,2(q) = Γ1,2(−q).
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè ìû ïîëîæèì nµν = 0 â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè

(3.43), òî ìû âîñïðîèçâåäåì îäíîïåòëåâîé îòâåò (3.30).

Áåðÿ ñëåä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (3.43), ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå êèíåòè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå íà nq(t) = nµµ q(t):

∂nq(t)

∂t
= Γ1(q)−

[
Γ2(q) − Γ1(q)

]
nq(t) (3.44)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî óðàâíåíèÿ ëåãêî ïîíÿòü. Ïåðâûé ÷ëåí îïèñûâàåò ðîæäå-

íèå ôîòîíîâ âíåøíèì ïîëåì. Âòîðîé ÷ëåí îïèñûâàåò ðàñïàä ôîòîíîâ â ñêàëÿðíûå

áîçîíû. Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò ÷ëåíû, êîòîðûå îïèñûâàþò äðóãèå ïðîöåññû

(òàêèå êàê ðàññåÿíèå ôîòîíîâ íà áîçîíàõ), òàê êàê îíè ïîäàâëåíû áîëåå âûñîêè-

ìè ñòåïåíÿìè ïî e2. Çàìåòèì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ

~E = 0, ïðîöåññ ðàñïàäà ôîòîíîâ â ñêàëÿðíûå áîçîíû çàïðåùåí.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.44) ÿâëÿþòñÿ

nq(t) =


Γ1(q)

Γ2(q)−Γ1(q)
+ e(Γ1(q)−Γ2(q))(t−t0)

[
nq(t0)− Γ1(q)

Γ2(q)−Γ1(q)

]
,Γ2 6= Γ1

nq(t0) + Γ1(q) (t− t0) ,Γ1 = Γ2

(3.45)

Êàê âèäíî èç äàííîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíû òðè âîçìîæíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ñîîò-

íîøåíèÿ ìåæäó Γ1(q) è Γ2(q). Åñëè òåìï ðîæäåíèÿ ôîòîíîâ, Γ1(q), áîëüøå òåìïà

ðàñïàäà ôîòîíîâ, Γ2(q), òî òîãäà ðåøåíèÿ îêàæåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèì ñî

âðåìåíåì. Åñëè æå Γ1(q) = Γ2(q), òî îñòàåòñÿ ñåêóëÿðíî ðàñòóùèé âêëàä, à âûñøèå

ïîïðàâêè ñîêðàòèëè äðóã äðóãà. Íàêîíåö, åñëè Γ2(q) > Γ1(q) òî ñèñòåìà ïåðåéäåò

â ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

3.5 Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå â ïðîñòðàíñòâåííîé êàëèá-

ðîâêå

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàåì ìàññèâíîå ñêàëÿðíîå ïîëå,

âçàèìîäåéñòâóþùåå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì â ðàçìåðíîñòè D = 3 + 1:
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S =

∫
d4x

[
|Dµφ|2 −m2|φ|2 − 1

4
F 2
µν − jclµAµ

]
,

ãäå Dµ = ∂µ−ieAµ. Ìû îïÿòü äåëèì ïîòåíöèàë íà äâå ÷àñòè Aµ = Aclµ +aµ � êëàññè-

÷åñêóþ, Aclµ , è êâàíòîâóþ, aµ, ÷àñòè. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû âûáåðåì ñòàòè÷åñêóþ

êàëèáðîâêó A0(x) = −Ex, ~A = 0.

Ïîëå aµ íèêàê íå ÷óâñòâóåò âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå A
cl
µ , è ïîýòîìó ìû êâàí-

òóåì åãî ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, âûáèðàÿ Ôåéíìàíîâñêóþ êàëèáðîâêó. Çàðÿæåííûå

áîçîíû ÷óâñòâóþò íàëè÷èå âíåøíåãî ïîëÿ, è ïîýòîìó äëÿ íèõ ãàðìîíèêè ìåíÿþòñÿ.

Ââåäÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ k̄ = (k0, k2, k3), ~k⊥ = (k2, k3) è d3k̄ = dk0 d
2~k⊥,

ìû ðàñêëàäûâàåì ãàðìîíèêè ïî ïëîñêèì âîëíàì âèäà e−ik0t+i
~k⊥·~x⊥ (òàê êàê ïîëå

ñòàòè÷íî è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ ïîëÿ):

φ(~x, t) =

∫
d3k̄

(2π)3

{
ak̄fk⊥

(
x− k0

eE

)
e−ik0t+i

~k⊥·~x⊥ + b†
k̄
f ∗k⊥

(
−x− k0

eE

)
eik0t−i

~k⊥·~x⊥
}
.

Ãäå ôóíêöèÿ fk⊥
(
x− k0

eE

)
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíå-

íèþ:

−
[
(∂t + ieEx)2 − ~∂2

⊥ − ∂2
x +m2

]
fk⊥

(
x− k0

eE

)
e−ik0t+i

~k⊥·~x⊥ =

=
[
∂2
x + (k0 − eEx)2 − k2

⊥ −m2
]
fk⊥

(
x− k0

eE

)
e−ik0t+i

~k⊥·~x⊥ = 0. (3.46)

Åñëè ñäåëàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ, ìîæíî çàìåòèòü,

÷òî îíà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

[
∂2
t + (k1 + eEt)2 + k2

⊥ +m2
]
fk⊥

(
t+

k1

eE

)
= 0. (3.47)

Ýòî óðàâíåíèå âîçíèêàëî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå è îïðåäåëÿëî ãàðìîíèêè â òåì-

ïîðàëüíîé êàëèáðîâêå, A1 = −Et. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå äåëàåòñÿ ïî ïå-

ðåìåííûì k0 − eEx = −eEX è eET = k1 + eEt. Òîãäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3.46) è

(3.47) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∫ +∞

−∞
dT fk⊥ (T ) e−ieETX = fk⊥ (X) . (3.48)

Â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü èìåííî òàêîå îïðåäåëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå.
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Èç êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ àëãåáðû Ãåéçåíáåðãà
[
ak̄, a

†
k̄′

]
=
[
bk̄, b

†
k̄′

]
=

(2π)3 δ(3)(k̄ − k̄′) ìû âèäèì, ÷òî êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïîëÿ φ è ñîïðÿ-

æåííîãî åìó èìïóëüñà π = (∂t − ieEx)φ∗ ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

[φ (t, ~x1) , π (t, ~x2)] = i

∫
d3k̄

(2π)3
(k0 − eEx2) ei

~k⊥·(~x1⊥−~x2⊥)×

×
[
fk⊥

(
x1 −

k0

eE

)
f ∗k⊥

(
x2 −

k0

eE

)
− f ∗k⊥

(
−x1 +

k0

eE

)
fk⊥

(
−x2 +

k0

eE

)]
=

= iδ(3) (~x1 − ~x2)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå (3.48), ñîõðàíåíèÿ Âðîíê-

ñèàíà äëÿ ðåøåíèÿ (3.47), è ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ãàðìîíèêè ïðàâèëüíî îòíîðìè-

ðîâàíû. Â ðåçóëüòàòå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàâíî åäèíèöå, à êîììóòàòîð

äåëüòà-ôóíêöèè.

Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ãàðìîíèê ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãàìèëüòîíèàí äèàãîíàëåí

äëÿ äàííîãî âûáîðà ãàðìîíèê:

H0 =

∫
d3x

[
|∂tφ|2 + |∂iφ|2 +m2|φ|2 − e2E2x2|φ|2

]
=

=

∫
d3x

[
|∂tφ|2 − φ∗∂2

t φ − 2ieExφ∗∂tφ
]

=

∫
d3k̄

(2π)3
k0

[
a†
k̄
ak̄ + b†

k̄
bk̄

]
. (3.49)

Òàê êàê â äàííîì ñëó÷àå ñèñòåìà íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè. Íî èç ôîðìû ñâîáîäíîãî Ãàìèëüòîíèàíà (îí äèàãîíàëüíûé

è íå çàâèñèò îò âðåìåíè) ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî ñïåêòð áîçîíîâ íå îãðàíè÷åí ñíèçó,

âåäü k0 ∈ (−∞,+∞). Èç-çà ýòîãî, êàê ìû óâèäèì, áóäóò ðàçðåøåíû íåêîòîðûå

ïðîöåññû ðîæäåíèÿ ÷àñòèö, êîòîðûå íàðóøàëè áû çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè

âûêëþ÷åííîì âíåøíåì ïîëå.

3.5.1 Îäíîïåòëåâàÿ ïîïðàâêà

Êàê áûëî îáúÿñíåíî â ïåðâîé ãëàâå, êîãäà ñèñòåìà èìååò íåîãðàíè÷åííûé ñíè-

çó ñïåêòð, òåîðèÿ ïîëÿ ñòàíîâèòñÿ íåñòàöèîíàðíîé, è ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü

äèàãðàììíóþ òåõíèêó Êåëäûøà-Øâèíãåðà. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû

áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî ïðîïàãàòîðîì Êåëäûøà ôîòîíîâ è ñêàëÿðíîãî ïîëÿ

è ïåòëåâûìè ïîïðàâêàìè ê íåìó. Àíàëîãè÷íî, ìû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü ïåòëå-

âûå ïîïðàâêè êàê èçìåíåíèå çàñåëåííîñòè óðîâíåé è àíîìàëüíûõ êâàíòîâûõ ñðåä-

íèõ ñî âðåìåíåì. Òàê, ê ïðèìåðó, ìû áóäåì ðàñïèñûâàòü ïðîïàãàòîð Êåëäûøà äëÿ
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ôîòîíîâ:

GK
µν(x1, x2) =

1

2

∫
d3~qd3~q′

(2π)6

{
nµν (~q, ~q′)

eiq·x1−iq
′·x2√

|~q| |~q′|
+ κµν (~q, ~q′)

e−iq·x1−iq
′·x2√

|~q| |~q′|
+ h.c.

}
.

(3.50)

Ãäå nµν(~q, ~q
′) =

〈
ψ
∣∣∣α†~qµα~q′ν∣∣∣ψ〉, κµν(~q, ~q′) = 〈ψ |α~qµα~q′ν |ψ〉,q · x = |q|t − ~q · ~x. À

h.c. ñîäåðæèò êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû
〈
ψ
∣∣∣α~qµα†~q′ν∣∣∣ψ〉 = nµν(~q, ~q

′) −
gµν δ

(3) (~q − ~q′) è κ∗µν (~q, ~q′) =
〈
ψ
∣∣∣α†~qµα†~q′ν∣∣∣ψ〉.

Àíàëîãè÷íî ðàñïèñûâàåì ïðîïàãàòîð Êåëäûøà äëÿ ñêàëÿðíîãî ïîëÿ:

DK(x1, x2) =
1

2

〈{
φ(x1), φ̄(x2)

}〉
=

1

2

∫
d3k̄d3k̄′

(2π)6
×

×
{
n+
(
k̄, k̄′

)
eik0t1−i

~k⊥·~x1⊥ e−ik
′
0t2+i~k′⊥·~x2⊥ f ∗k⊥

(
x1 −

k0

eE

)
fk′⊥

(
x2 −

k′0
eE

)
+

+ κ+
(
k̄, k̄′

)
e−ik0t1+i~k⊥·~x1⊥ e−ik

′
0t2+i~k′⊥·~x2⊥ fk⊥

(
x1 −

k0

eE

)
fk′⊥

(
−x2 −

k′0
eE

)
+ h.c.

}
.

(3.51)

Ãäå n+
(
k̄, k̄′

)
=
〈
ψ
∣∣∣a†k̄ak̄′∣∣∣ψ〉, κ+

(
k̄, k̄′

)
= 〈ψ |ak̄bk̄′|ψ〉 è h.c. ñîäåðæèò êîìïëåêñ-

íî ñîïðÿæåííûå âåëè÷èíû
〈
ψ
∣∣∣ak̄a†k̄′∣∣∣ψ〉 = δ(3)

(
k̄ − k̄′

)
+ n+

(
k̄, k̄′

)
,
〈
ψ
∣∣∣b†k̄bk̄′∣∣∣ψ〉 =

n−
(
k̄, k̄′

)
,
〈
ψ
∣∣∣bk̄b†k̄′∣∣∣ψ〉 = δ

(
k̄ − k̄′

)
+ n−

(
k̄, k̄′

)
è κ−

(
k̄, k̄′

)
=
〈
ψ
∣∣∣a†k̄b†k̄′∣∣∣ψ〉.

Ïîïðàâêè ê îïåðåæàþùåìó è çàïàçäûâàþùåìó ïðîïàãàòîðó, êàê îáñóæäàëîñü

â ïåðâîé ãëàâå, ñîäåðæàò èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå ÷àñòèö.

3.5.2 Ïîïðàâêè ê ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà ôîòîíîâ

Ðàññìîòðèì îäíîïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ôîòîííîìó ïðîïàãàòîðó Êåëäûøà â èí-

ôðàêðàñíîì ïðåäåëå t1+t2
2

= t → ∞, è t1 − t2 = const. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìû

îïðåäåëèì êàê çàíóëÿþùååñÿ îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿìè (a, b è α's).

Òàê êàê ñèñòåìà èíâàðèàíòíà ïðè ñäâèãàõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ íàïðàâëåíèþ ýëåê-

òðè÷åñêîãî ïîëÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîïåðå÷íîãî èìïóëüñà. Îòñþ-

äà ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè ôîòîíîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä nµν (~q, ~q′, t) =

δ(2) (~q⊥ − ~q′⊥) nµν (q1, q
′
1, ~q⊥, t) è κµν (~q, ~q′, t) = δ(2) (~q⊥ − ~q′⊥) κµν (q1, q

′
1, ~q⊥, t). Òîãäà

ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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nµν (q1, q
′
1, ~q⊥, t) ≈ e2

∫
d3k̄

(2π)3

∫
dk′0
2π

t∫
t0

t∫
t0

dt3dt4
e−i(k0+k′0)(t3−t4)e−i|q|t3+i|q′|t4

2
√
|q||q′|

×

×
∫
dx3e

iq1x3

[
fk⊥

(
x3 −

k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x3 −

k′0
eE

)]
×

×
∫
dx4e

−iq′3x4
[
f ∗k⊥

(
x4 −

k0

eE

)←→
Dνf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
−x4 −

k′0
eE

)]

è κµν (q1, q
′
1, ~q⊥, t) ≈ −2e2

∫
d3k̄

(2π)3

∫
dk′0
2π

t∫
t0

t3∫
t0

dt3dt4
e−i(k0+k′0)(t3−t4)e−i|q|t3−i|q

′|t4

2
√
|q||q′|

×

×
∫
dz3e

iq1x3

[
fk⊥

(
x3 −

k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x3 −

k′0
eE

)]
×

×
∫
dx4e

iq′3x4

[
f ∗k⊥

(
x4 −

k0

eE

)←→
Dνf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
−x4 −

k′0
eE

)]
, (3.52)

ãäå ìû ââåëèDµfp⊥ (±z − p0/eE) = (−ip0 ± ieEz, i~p⊥, ∂z) fp⊥ (±z − p0/eE) è f1
←→
Dµf2 =

(Dµf1) f2 − f1

(
D∗µf2

)
, à t0 - ìîìåíò âðåìåíè, ïîñëå êîòîðîãî àäèàáàòè÷åñêè âêëþ-

÷åíî âçàèìîäåéñòâèå ñêàëÿðîâ ñ êâàíòàìè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ aµ.

Ðàññìîòðèì ôîðìóëó äëÿ nµν â (3.52). ×òîáû îöåíèòü äàííîå âûðàæåíèå, ìû

ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ: t′ = t3+t4
2
, τ = t3 − t4. Èíòåãðàë ïî τ ìîæåò áûòü

ðàñïðîñòðàíåí íà âñþ îñü (ââèäó åãî áûñòðîé ñõîäèìîñòè), è ìû ïîëó÷èì çàêîí

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè:

nµν (q1, q
′
1, ~q⊥, t) ≈ e2

∫ t

t0

dt′
∫

d3k̄

(2π)3

∫
dk′0δ

( |q|+ |q′|
2

+ k′0 + k0

)
e−i(|q|−|q

′|)t′

2
√
|q||q′|

×

×
∫
dz3e

iq3z3

[
fk⊥

(
x3 −

k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x3 −

k′0
eE

)]
×

×
∫
dz4e

−iq′3z4
[
f ∗k⊥

(
x4 −

k0

eE

)←→
Dνf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
−x4 −

k′0
eE

)]
. (3.53)

Àíàëîãè÷íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìû äåëàåì è äëÿ êîîðäèíàòû ïàðàëëåëüíîé ýëåê-

òðè÷åñêîìó ïîëþ. À èìåííî X = x3+x4
2

è x = x3 − x4. Òàêæå ìû ñäâèãàåì ïå-

ðåìåííûå k0 → k0 − eEX è k′0 → k′0 + eEX (ýòî ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê

ïåðåõîä ê ñîáñòâåííîé ýíåðãèè ïðîòèâîïîëîæíî çàðÿæåííûõ ñêàëÿðà è àíòèñêà-

ëÿðà). Ïîñëå ýòîãî èíòåãðàë ïî X ëåãêî áåðåòñÿ. Îí óñòàíàâëèâàåò çàêîí ñîõðà-

íåíèÿ êîìïîíåíòû èìïóëüñà íàïðàâëåííîãî âäîëü ïîëÿ q1 = q′1. Â ðåçóëüòàòå,
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nµν (q1, q
′
1, ~q⊥, t) = δ (q1 − q′1) nµν (~q, t), ãäå

nµν (~q, t) ≈ e2 (t− t0)

∫
d3k̄

(2π)3

1

2|q| ×

×
∫
dxe−i 2 q1 x

[
fk⊥

(
x− k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x+

k0 + |q|
eE

)]
×

×
[
f ∗k⊥

(
−x− k0

eE

)←→
Dνf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
x+

k0 + |q|
eE

)]
. (3.54)

Äàííîå âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî èç (3.53), ãäå ìû èñïîëüçîâàëè ñîîòíîøåíèå

|q| = |q′| èç-çà íàëè÷èÿ ñëåäóþùèõ äåëüòà-ôóíêöèé δ(2) (~q⊥ − ~q′⊥) δ (q3 − q′3), óñòà-

íàâëèâàþùèõ çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà. Òàêæå ìû âçÿëè èíòåãðàë ïî ïåðåìåííîé

t′ â (3.53).

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ñäåëàâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (3.48), ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

(3.54) ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì äëÿ nµν ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Îäíàêî

çàìåòèì, ÷òî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ ñåêóëÿðíîãî ðîñòà

ñîñòîÿë â ÿâíîé íåñòàöèîíàðíîñòè çàäà÷è, à â äàííîì ñëó÷àå èç-çà íåîãðàíè÷åííî-

ñòè ñíèçó ýíåðãèè.

Ïîõîæåå âû÷èñëåíèå ìû ñäåëàåì è äëÿ àíîìàëüíîãî êâàíòîâîãî ñðåäíåãî κµν .

Ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå â (3.52) ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ êîîðäèíàòû X = x1+x2
2

,

ìû ïîëó÷èì κµν(q1, q
′
1, ~q⊥) ∝ δ(q1+q′1). Òîãäà èíòåãðèðóÿ ïî âðåìåíàì t1, t2 â ïðåäåëå

t → ∞ è t0 → −∞ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî κµν(q1, ~q⊥) ∝ δ(k0 + k′0 + |q|)δ(k0 + k′0 − |q|).
Òåïåðü ëåãêî ïðîèíòåãðèðîâàòü äàííîå âûðàæåíèå ïî k′0

κµν (~q, t→ +∞) ≈ −2e2 1

|q| δ (2|q|)
∫

d3k̄

(2π)3

∫
dzei2q3z×

×
[
fk⊥

(
z − k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−z +

k0 + |q|
eE

)]
×

×
[
f ∗k⊥

(
z − k0

eE

)←→
Dνf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
−z +

k0 + |q|
eE

)]
Äàííîå âûðàæåíèå ðàñõîäèòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå q = 0 è êîíå÷íî ïðè q 6= 0. Ýòî

ïîêàçûâàåò, ÷òî àíîìàëüíîå êâàíòîâîå ñðåäíèå íå ðàñòåò ñî âðåìåíåì.

3.5.3 Îäíîïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ñêàëÿðíîìó ïðîïàãàòîðó Êåë-

äûøà

Îäíîïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ñêàëÿðíîìó Êåëäûøåâñêîìó ïðîïàãàòîðó â ïðåäåëå

áîëüøèõ âðåìåí t = (t1 + t2)/2→∞ è t1− t2 = const, ìîãóò áûòü âûðàæåíû òàêæå
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êàê è â (3.51), ãäå n±
(
k̄, k̄′, t

)
= δ(2)

(
~k⊥ − ~k′⊥

)
n±
(
k0, k

′
0,
~k⊥, t

)
è àíàëîãè÷íî äëÿ

κ±. Òàêèì îáðàçîì ïîïðàâêè çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

n+
(
k0, k

′
0,
~k⊥, t

)
= e2

∫
d3~q

(2π)3

∫
dk′′0
2π

t∫
t0

t∫
t0

dt3dt4
e−i(|q|+k

′′
0 )(t3−t4)e−ik0t3+ik′0t4

2|q| ×

×
∫
dx3e

iq1x3

[
fk⊥

(
x3 −

k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x3 −

k′′0
eE

)]
×

×
∫
dx4e

−iq1x4
[
f ∗k⊥

(
x4 −

k′0
eE

)←→
Dµf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
−x4 −

k′′0
eE

)]

è κ+
(
k0, k

′
0,
~k⊥, t

)
= −2e2

∫
d3~q

(2π)3

∫
dk′′0
2π

t1∫
t0

t3∫
t0

dt3dt4
e−i(|q|+k

′′
0 )(t3−t4)e−ik0t3−ik

′
0t4

2q
×

×
∫
dx3e

iq1x3

[
fk⊥

(
x3 −

k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x3 −

k′′0
eE

)]
×

×
∫
dx4e

−iq1x4
[
fk⊥

(
x4 −

k′0
eE

)←→
Dµf

∗
|~q⊥+~k⊥|

(
−x4 −

k′′0
eE

)]
. (3.55)

Ïîõîæèå âûðàæåíèÿ âîçíèêàþò è äëÿ n− è κ−.

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïóòåì ñëîæíîãî àíàëèçà âûðàæåíèÿ äëÿ îäíîïåòëå-

âîé ïîïðàâêè ê àíîìàëüíîìó êâàíòîâîìó ñðåäíåìó è çàñåëåííîñòè óðîâíåé ýíåðãèé

áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî íè n±, íè κ± íå ïîëó÷àþò áîëüøèõ ïåòëåâûõ ïîïðàâîê. Ñåé÷àñ

ìû ïîêàæåì, ÷òî è â ñëó÷àå ñòàòè÷åñêîé êàëèáðîâêè ýòè âåëè÷èíû íå ïîëó÷àþò

ñåêóëÿðíîãî ðîñòà. Áåðÿ ïðåäåë t→ +∞, íàïðèìåð, â n+ ìû ïîëó÷àåì:

n+
(
k0, k

′
0,
~k⊥, t→ +∞

)
≈ e2δ(k0 − k′0)

∫
d3~q

(2π)2

1

2q
×

×
∣∣∣∣∫ dx3e

iq1x3

[
fk⊥

(
x3 −

k0

eE

)←→
Dµf|~q⊥+~k⊥|

(
−x3 +

k0 + |q|
eE

)]∣∣∣∣2 . (3.56)

Ýòî âûðàæåíèå ñîäåðæèò òîëüêî ñõîäÿùèåñÿ èíòåãðàëû. Ñëåäîâàòåëüíî, n+ íå ñî-

äåðæèò ïîïðàâîê ðàñòóùèõ ñî âðåìåíåì. Èñïîëüçóÿ òå æå ñàìûå àðãóìåíòû äëÿ

n− è κ±, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî îíè òîæå íå ðàñòóò ñî âðåìåíåì.

3.6 Ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê âû÷èñëåíèþ òîêà

Âûøå ìû ñ÷èòàëè òîê â äðåâåñíîì ïðèáëèæåíèè, êîòîðûé âîçíèêàåò âî âíåø-

íåì ïîëå. Íà îñíîâàíèè ñäåëàííûõ òîëüêî ÷òî âû÷èñëåíèé ìû ìîæåì ïîñ÷èòàòü
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ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê òîêó. Âû÷èñëèì èõ â òåìïîðàëüíîé êàëèáðîâêå A1 = −Et:

〈: J1 :〉
ïåòëÿ

= 4e

∫
dpph d

2~p⊥
(2π)3

{
n+
p⊥

(pph) |fp⊥(pph)|2 + Re
[
κ+
p⊥

(pph) f 2
p⊥

(pph)
]}

pph,

(3.57)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèÿ n+ (~p, t) = n+
p⊥

(p3 + eEt) = n+
p⊥

(pph) è àíàëîãè÷íîå äëÿ

κ+. Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, n± è κ± ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ôèçè÷åñêîãî èìïóëüñà

pph = p1 + eEt:

n+
p⊥

(pph) ≈
e

E

∫ pph

−∞
dkph

∞∫
−∞

dτ

∫
d3q

(2π)3

e−2i|q|τ

2|q| ×

×
[
fp⊥

(
τ +

kph
eE

)←→
Dµf|~p⊥−~q⊥|

(
τ +

kph − q1

eE

)] [
f ∗p⊥

(
τ − kph

eE

)←→
Dµf

∗
|~p⊥−~q⊥|

(
τ − kph − q1

eE

)]
,

è κ+
p⊥

(pph) ≈ −
2 e

E

∫ pph

−∞
dkph

∞∫
−∞

dτ

∫
d3q

(2π)3

e−2i|q|τ

2|q| ×

×
[
f ∗p⊥

(
τ +

kph
eE

)←→
Dµf|~p⊥−~q⊥|

(
τ +

kph − q1

eE

)] [
f ∗p⊥

(
τ − kph

eE

)←→
Dµf

∗
|~p⊥−~q⊥|

(
τ − kph − q1

eE

)]
.

(3.58)

Òàêæå äëÿ âûâîäà ôîðìóëû (3.57) ìû èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî κ− ñâÿçàíà

êîìïëåêñíûì ñîïðÿæåíèåì ñ κ+ è n− (pph) = n+ (−pph).
Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî òîê (3.57) îòëè÷åí îò íóëÿ. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî,

÷òî ôóíêöèè n+ è κ+ íå ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè ôóíêöèÿìè ôèçè÷åñêîãî èìïóëüñà pph.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå îíè çà âñå âðåìÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ ïîëó÷àþò

ëèøü êîíå÷íóþ ïîïðàâêó.

Äëÿ îöåíêè òîêà (3.57) ìû âîñïîëüçóåìñÿ ÂÊÁ�ïðèáëèæåíèåì äëÿ èí-ãàðìîíèê:

fp⊥(pph) ∝
(pph
m

)i ~p2⊥+m2

2eE
exp

[
i
p2ph
2eE

]
√

2
(
m2 + ~p2

⊥ + p2
ph

) 1
4

,

Â ïðåäåëå pph → −∞:

fp⊥(pph) ≈ αp⊥ ·
(pph
m

)i ~p2⊥+m2

2eE
exp

[
i
p2ph
2eE

]
√

2
(
m2 + ~p2

⊥ + p2
ph

) 1
4

+

+βp⊥ ·
(pph
m

)−i ~p2⊥+m2

2eE
exp

[
−i p

2
ph

2eE

]
√

2
(
m2 + ~p2

⊥ + p2
ph

) 1
4

,
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â ïðåäåëå pph → +∞. Ôóíêöèè αp⊥ è βp⊥ çàâèñÿò òîëüêî îò ïîïåðå÷íåãî èì-

ïóëüñà p⊥, è óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ |αp⊥|2 − |βp⊥|2 = 1. Ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿ

n+
p⊥

(pph = +∞) = n+
p⊥
, κ+

p⊥
(pph = +∞) = κ+

p⊥
, è èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèÿ, êîòîðûå

áûëè ïðèìåíåíû â ïàðàãðàôå ïðî âû÷èñëåíèå äðåâåñíîãî òîêà, ìû ïîëó÷àåì

〈: J1 :〉
ïåòëÿ

∝ eE2(t− t0)

∫
d2~p⊥

{
n+
p⊥
|βp⊥ |2 + Re

[
κ+
p⊥
αp⊥ βp⊥

]}
, (3.59)

Êàê âèäíî, õîòÿ äðåâåñíûé òîê è ðàâåí íóëþ, ïðè ó÷åòå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê òîê

îêàçûâàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ, ÷òî ðàçðåøàåò ïàðàäîêñ, îïèñàííûé âî ââåäåíèè ê

äàííîé ãëàâå.
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Ãëàâà 4

Ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê èçëó÷åíèþ

Õîêèíãà

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

×åðíûå äûðû ïðåäñòàâëÿþò â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîé èíòåðåñ äëÿ íàó÷íîãî

ñîîáùåñòâà. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ÷åðíàÿ äûðà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òåñòîâ äëÿ

òåîðèè êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè. Ëþáàÿ ñîñòîÿòåëüíàÿ òåîðèÿ êâàíòîâîé ãðàâèòà-

öèè äîëæíà îáúÿñíÿòü êâàíòîâóþ ïðèðîäó ÷åðíûõ äûð � â ÷àñòíîñòè, èçëó÷åíèå

Õîêèíãà.

Â 1974 ãîäó Ñòèâåí Õîêèíã íà îñíîâàíèè êâàçèêëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ ïî-

êàçàë, ÷òî ÷åðíûå äûðû èìåþò êîíå÷íóþ òåìïåðàòóðó è èçëó÷àþò [63]. Íàëè÷èå

òåìïåðàòóðû ïîçâîëèëî ðàññìàòðèâàòü ÷åðíóþ äûðó êàê òåðìîäèíàìè÷åñêèé îáú-

åêò. Ê ïðèìåðó, ìîæíî ââåñòè òàêîå ïîíÿòèå êàê ýíòðîïèÿ ÷åðíîé äûðû, êîòîðîå

óäîâëåòâîðÿåò ñòàíäàðòíûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì. Òàêîå îïèñàíèå

÷åðíûõ äûð î÷åíü ïðèâëåêàòåëüíî, íî âûçûâàåò âîïðîñû êàñàþùèåñÿ ìèêðîñêîïè-

÷åñêîãî ïîíèìàíèÿ ýíòðîïèè è ãîëîãðàôè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ãðàâèòàöèè [65]. Òàêæå

îíî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ â âèäå èíôîðìàöèîííîãî ïàðàäîêñà [66].

Èçëó÷åíèå Õîêèíãà - ýòî êâàíòîâûé ýôôåêò, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â

ãàóññîâîé êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà ôîíå ãðàâèòàöè-

îííîãî êîëëàïñà [63],[67]. Â äàííîé ãëàâå ìû ïîñòàâèì çàäà÷ó â íåñêîëüêî èíîé

ôîðìå.

Ìû áû õîòåëè ðàññìàòðèâàòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå â òå÷åíèå ïðî-

öåññà ýâîëþöèè çâåçäû. À èìåííî, äî íåêîòîðîãî âðåìåíè çâåçäà áûëà ñòàòè÷íà,
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çàòåì îíà èçðàñõîäîâàëà âñå ñâîå ÿäåðíîå òîïëèâî, ÷òî ïðèâåëî ê ïàäåíèþ äàâëå-

íèÿ âíóòðè çâåçäû. Ñîîòâåòñòâåííî íåò íèêàêèõ ñèë êîòîðûå áóäóò ïðîòèâîñòî-

ÿòü ãðàâèòàöèè, è çâåçäà íà÷èíàåò êîëëàïñèðîâàòü. Äàííûé ïðîöåññ ïðèáëèæåíî

îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ Îïïåíãåéìåðà-Ñíàéäåðà (äëÿ ñëó÷àÿ êîëëàïñà

ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé èäåàëüíîé æèäêîñòè). Íî äëÿ äàëüíåéøåãî óïðîùåíèÿ

ìû âìåñòî ýòîãî ðåøåíèÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîëëàïñ òîíêîé îáîëî÷êè. Íà ôîíå

äàííîãî ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ìû áóäåì èçó÷àòü êâàíòîâóþ òåîðèþ ñêàëÿðíîãî

ìàññèâíîãî ïîëÿ.

Ãðàâèòàöèîííîå ïîëå áóäåò ïîäðîáíî îïèñàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå. Ñåé÷àñ

ìû òîëüêî îòìåòèì êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå îáîëî÷êè ïðè êîëëàïñå. Êàê âèäíî èç

ðèñóíêà (4.1) ìîæíî âûäåëèòü òðè ôàçû ãðàâèòàöèîííîãî êîëëàïñà. Âî âðåìÿ ïåð-

âîé ôàçû îáîëî÷êà, ïîääåðæèâàåìàÿ íåêîòîðûìè äîáàâî÷íûìè ñèëàìè, ñòàòè÷íà

è èìååò ðàäèóñ R(t) = R0. Âî âðåìÿ âòîðîé ôàçû äâèæåíèå îáîëî÷êè íå óíèâåð-

ñàëüíî, îíî ñèëüíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è íåðîâíîñòåé îáîëî÷êè. Áîëåå

òîãî, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî ýòè íåðîâíîñòè óâåëè÷èâàþòñÿ â ïðîöåññå êîëëàïñà, åñëè

íà÷àëüíûé ðàäèóñ R0 äîñòàòî÷íî áîëüøîé. Âî âðåìÿ òðåòüåé ôàçû, îïèñûâàþ-

ùåé ôèíàëüíóþ ñòàäèþ êîëëàïñà, âñå íåðîâíîñòè èñ÷åçàþò è äâèæåíèå ñòàíîâèòñÿ

óíèâåðñàëüíûì(íå çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ), ïîòîìó ÷òî âñå âûñøèå ìóëüòè-

ïîëüíûå ìîìåíòû ïîâåðõíîñòè: äèïîëüíûé, êâàäðóïîëüíûé, è ò.ä., èçëó÷àþòñÿ [72],

[73]. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâàìè ãîðèçîíòà � ïîâåðõíîñòè ñ áåñêîíå÷íûì êðàñíûì

ñìåùåíèåì
√
g00 = 0. Òàêæå ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû

îá îòñóòñòâèè âîëîñ ó ÷åðíîé äûðû.

Òàê êàê âíåøíåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå íåñòàöèîíàðíî, âîçìîæíî ðîæäåíèå ÷à-

ñòèö. À òàê êàê íà ïîñëåäíèõ ñòàäèÿõ êîëëàïñà äâèæåíèå ñòàöèîíàðíî è óíèâåð-

ñàëüíî, òåìï ðîæäåíèÿ ÷àñòèö äîëæåí áûòü òîæå ñòàöèîíàðíûì è óíèâåðñàëü-

íûì. Ïîýòîìó ìîæíî çàäàòüñÿ âîïðîñîì î ñïåêòðå ðîæäåííûõ ÷àñòèö. Ïîä ýòèì

ïîäðàçóìåâàåòñÿ ñëåäóþùåå. Âî âðåìÿ ïåðâîé ôàçû ãàìèëüòîíèàí ñòàöèîíàðåí è,

ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàí. Ìû âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ îñíîâíîå ñîñòîÿíèå äàííîãî ãàìèëüòîíèàíà � èí-âàêóóì. Çàäàâ íà÷àëüíîå

ñîñòîÿíèå, ìû ìîæåì ïðîñëåäèòü, êàê îíî ýâîëþöèîíèðóåò â ïðîöåññå êîëëàïñà.

Î÷åâèäíî, ÷òî îíî íå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ àóò-âàêóóìîì, êîòîðûé äèàãîíàëèçóåò

ãàìèëüòîíèàí âî âðåìÿ òðåòüåé ôàçû. Âìåñòî ýòîãî ìû îæèäàåì óâèäåòü íåêî-

òîðîå âîçáóæäåíèå íàä àóò-âàêóóìîì. Ýòî âîçáóæäåíèå êàê ðàç è ìîæåò ñîçäàòü
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r

t

r = R0rg

I

II

III

R(t) ≈ rg + rge
− t

rg

Ðèñ. 4.1: Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ðàäèóñà îáîëî÷êè îò âðåìåíè. I, II è III ñîîòâåòñòâóåò

òðåì ñòàäèÿì êîëëàïñà.

íåêîòîðûé ïîòîê ýíåðãèè, êîòîðûé ìû è ñîáèðàåìñÿ ïîñ÷èòàòü.

Äàííîå ðàññóæäåíèå ìîæíî îáîáùèòü íà ñëó÷àé òåîðèè ñ âçàèìîäåéñòâèåì, èñ-

ïîëüçóÿ äèàãðàììíóþ òåõíèêó Êåëäûøà � Øâèíãåðà [14], [16]. Òàêæå êàê è â

ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, ìû îæèäàåì ïîëó÷èòü ñåêóëÿðíûé ðîñò è íàðóøåíèå òåîðèè

âîçìóùåíèé.

4.2 Âíåøíåå ãðàâèòàöèîííîå ïîëå

Êàê áûëî ñêàçàíî â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ãðàâè-

òàöèîííûé êîëëàïñ ñôåðè÷åñêî-ñèììåòðè÷íîé ìàññèâíîé òîíêîé îáîëî÷êè. Äî ìî-

ìåíòà âðåìåíè t = 0 ïî ÷àñàì íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùèìñÿ äàëåêî îò îáîëî÷êè, îáî-

ëî÷êà ïðèäåðæèâàëàñü íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñèëàìè íà ôèêñèðîâàííîì

ðàäèóñå r = R0. À ïîñëå ìîìåíòà t = 0 îáîëî÷êà îòïóñêàåòñÿ è íà÷èíàåò ñâîáîäíî

ïàäàòü (ñì. ðèñ. 4.1). Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Áèðêãîôà äëÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòåðèè, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå âíóòðè îïèñûâà-
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åòñÿ ïëîñêîé ìåòðèêîé, à ñíàðóæè � ìåòðèêîé Øâàðöøèëüäà:

ds2 =

 dt2− − dr2 − r2dΩ2, r ≤ R(t),(
1− rg

r

)
dt2 − dr2

1− rg
r

− r2dΩ2, r ≥ R(t) ,

ãäå dΩ2 = dθ2 + cos2 θ dϕ2, (4.1)

ãäå R(t) - ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà îáîëî÷êè, êîòîðàÿ äî íà÷àëà êîëëàïñà áûëà ôèê-

ñèðîâàíà R(t ≤ 0) = R0; rg/2 - åñòü ÀÄÌ ìàññà îáîëî÷êè, è t (t−) åñòü âðåìåííàÿ

êîîðäèíàòà ñíàðóæè(âíóòðè) îáîëî÷êè. Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî R0 > rg, íî ñàìà

îáîëî÷êà äî íà÷àëà êîëëàïñà áûëà î÷åíü áëèçêà ê ñâîåìó ðàäèóñó Øâàðöøèëüäà

|R0 − rg| � rg. Êîíå÷íî, ìîæíî áûëî áû ðàññìîòðåòü áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ ìîäåëü

- êîëëàïñ íàñòîÿùåé çâåçäû, ðàäèóñ êîòîðîé ìîæåò áûòü ëþáûì è íåîáÿçàòåëüíî

ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûì ðàäèóñó Øâàðöøèëüäà. Îäíàêî ìîäåëü òîíêîé êîìïàêò-

íîé îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âñå âû÷èñëåíèÿ ÿâíî è íàéòè ïîâåäåíèå ãàðìîíèê

â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ìîäåëüþ òîíêîé îáîëî÷êè.

Êàê âèäíî, ìû äîëæíû ñêëåèòü äâå ìåòðèêè (4.1), óêàçàâ êàê ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé âíóòðåííåå è âíåøíåå âðåìÿ t = t(t−), à òàêæå íàéòè çàâèñèìîñòü ðàäèóñà

îáîëî÷êè îò âðåìåíè. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèÿìè ãðàâè-

òàöèè Gµν = 8 π GTµν è óñëîâèÿìè íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè [90, 91]. Äî ìîìåíòà

íà÷àëà êîëëàïñà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ìåòðèêè íà

îáîëî÷êå r = R0 è óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ äëÿ íå¼ Ṙ = 0:

t− =

√
1− rg

R0

t, t ≤ 0. (4.2)

Ïîñëå íà÷àëà êîëëàïñà ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïàäåíèå ñâîáîäíî, è òîãäà èíäóöèðî-

âàííàÿ ìåòðèêà íà îáîëî÷êå åñòü ds2 = dτ 2−R2(τ) dΩ2. Ñðàâíèâàÿ ýòî âûðàæåíèå ñ

âíåøíåé ìåòðèêîé, ìû ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùóþ âíåøíèå êîîðäèíàòû

R, t ñ âíóòðåííèì âðåìåíåì îáîëî÷êè τ :(
1− rg

R

) ( dt
dτ

)2

− Ṙ2

1− rg
R

= 1, (4.3)

ãäå Ṙ = dR
dτ
. Èñïîëüçóÿ ïðåäïîëîæåíèå î áëèçîñòè îáîëî÷êè ê ðàäèóñó Øâàðöøèëü-

äà |R − rg| � rg, çàìå÷àÿ ÷òî Ṙ 6= 0 è dt
dτ
→ ∞ ïðè t → ∞, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü

åäèíèöåé ïî ñðàâíåíèþ ñ ëåâîé ÷àñòüþ óðàâíåíèÿ è ïðîèíòåãðèðîâàòü åãî. Òåì

ñàìûì ìû íàéäåì çàêîí äâèæåíèÿ îáîëî÷êè îòíîñèòåëüíî âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ:

R(t) ≈ rg

(
1 +

R0 − rg
rg

e
− t
rg

)
. (4.4)
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Äëÿ âíóòðåííåãî íàáëþäàòåëÿ â ïðåäåëå |R0 − rg| � rg äâèæåíèå ìîæíî ñ÷èòàòü

ðàâíîìåðíûì ñî ñêîðîñòüþ ν:

ν ≡
∣∣∣∣dR(t−)

dt−

∣∣∣∣ =

∣∣∣Ṙ∣∣∣√
1 + Ṙ2

, è R(t−) ≈ R0 − νt−. (4.5)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.4) è (4.5), ìû íàõîäèì ñâÿçü ìåæäó âíóòðåííèì è âíåø-

íèì âðåìåíàìè t−, t:

t− ≈
R0 − rg

ν

(
1− e−

t
rg

)
, t→∞. (4.6)

Â ïîñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñâÿçüþ ìåæäó âíåøíèì è âíóòðåííèì

âðåìåíàìè íà íà÷àëüíîé è ôèíàëüíîé ñòàäèÿõ êîëëàïñà äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè

ïîâåäåíèå ãàðìîíèê ñêàëÿðíîãî ïîëÿ â äàííûõ ñèòóàöèÿõ.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ ãàðìîíèê â ïðîöåññå êîëëàïñà, ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

ñêîðîñòü îáîëî÷êè áëèçêà ê ñêîðîñòè ñâåòà ν ∼ 1.×òîáû ïîíÿòü, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ

äàííîå ñîîòíîøåíèå, ìû ñêëåèâàåì ìåòðèêè (4.1) è, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ýéíøòåé-

íà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íà R(t) [90],[92]:

rg
2

= M
√

1 + Ṙ2 − M2

2R
, (4.7)

ãäå M = const îïðåäåëÿåò òåíçîð ýíåðãèè èìïóëüñà îáîëî÷êè è ìîæåò áûòü èíòåð-

ïðåòèðîâàíà êàê ñîáñòâåííàÿ ìàññà îáîëî÷êè. Óðàâíåíèå (4.7) èìååò ïðîñòóþ îáùå-

ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Äàííîå ñîîòíîøåíèå óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ïîëíàÿ ýíåð-

ãèÿ îáîëî÷êè, rg/2, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè îáîëî÷êè, M
√

1 + Ṙ2

(ãäå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè îáîëî÷êè τ), è å¼

ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, M2

2R
. Ïðåíåáðåãàÿ ðàçíèöåé ìåæäó R(τ) è rg â óðàâíåíèè

(4.7), ìû ïîëó÷àåì:

Ṙ ≈ −
√(

rg
2M

+
M

2rg

)2

− 1.

Èç óñëîâèÿ rg � 2M ñëåäóåò, ÷òî
∣∣∣Ṙ∣∣∣� 1 è ν ≈ 1, ò.å. îáîëî÷êà áóäåò äâèãàòüñÿ ñî

ñêîðîñòüþ ñâåòà òàêæå è ñ òî÷êè çðåíèÿ âíóòðåííåãî íàáëþäàòåëÿ.

Çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ÷åðåïàøüè êîîðäèíàòû (tortoise

coordinates), â êîòîðûõ âìåñòî ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r ââîäèòñÿ r∗, îïðåäåëÿåìàÿ

êàê

r∗ = r + rg log

(
r

rg
− 1

)
.
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Â ÷åðåïàøüèõ êîîðäèíàòàõ äâèæåíèå îáîëî÷êè ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

R∗(t) ≈ R∗ 0 − t+ (rg −R0)
(

1− e−
t
rg

)
, (4.8)

ãäå R∗ 0 = R0 + rg log (R0/rg − 1).

4.3 Ñâîáîäíûå ãàðìîíèêè

Ìû áóäåì èçó÷àòü òåîðèþ äåéñòâèòåëüíîãî ñêàëÿðíîãî ïîëÿ ñ âçàèìîäåéñòâèåì

φ4 íà ôîíå êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè:

S =

∫
d4x
√
|g|
[
(∂µφ)2 −m2φ2 − λ

4!
φ4

]
. (4.9)

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñâîáîäíîé òåîðèè ïîëÿ λ = 0.

Òàê êàê ìåòðèêà ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íà, òî ïîëå φ óäîáíî ðàçëîæèòü ïî ñôå-

ðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì:

φ (t, r, θ, ϕ) =
∑
l,n

Yl,n (θ, ϕ) φl (t, r) ,

ãäå Y ∗l,n (θ, ϕ) = Yl,n (θ, ϕ) � äåéñòâèòåëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè. Äåéñòâèå äëÿ

ñâîáîäíîãî ïîëÿ ìîæíî ðàñïèñàòü äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû φl îòäåëüíî

S =
∑
l,m

Sl,m, ãäå (4.10)

Sl,m =

∫
dt

∫ R(t)

0

dr r2

(
∂t−
∂t

) [(
∂t

∂t−

)2

(∂tφl)
2 − (∂rφl)

2 −
(
l(l + 1)

r2
+m2

)
φ2
l

]

+

∫
dt

∫ ∞
R(t)

dr r2

[
(∂tφl)

2

1− rg
r

−
(

1− rg
r

)
(∂rφl)

2 −
(
l(l + 1)

r2
+m2

)
φ2
l

]
.

Âàðüèðóÿ äàííîå äåéñòâèå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ íà ãàðìîíèêè:
[
∂2
t− − ∂2

r +m2 + l(l+1)
r2

]
(rφl) = 0, r ≤ R(t)[

∂2
t − ∂2

r∗ +
(
1− rg

r

) (
m2 + l(l+1)

r2
+ rg

r3

)]
(rφl) = 0, r ≥ R(t)

(4.11)

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà îáîëî÷êå,

φl

[
R(t)− 0

]
= φl

[
R(t) + 0

]
, (4.12)(

∂t

∂t−

) ∣∣∣∣dRdt
∣∣∣∣ ∂tφl − (∂t−∂t

)
∂rφl

∣∣∣∣∣
r=R(t)−0

=
∂tφl

1− rg
r

∣∣∣∣dRdt
∣∣∣∣− (1− rg

r

)
∂rφl

∣∣∣∣∣
r=R(t)+0

.
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Âòîðîå óñëîâèå âûðàæàåò íåïðåðûâíîñòü íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà ïîâåðõíîñòè

îáîëî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäåëå t→∞ íîðìàëüíàÿ ê îáîëî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ïðè

r = R(t) + 0 ñòàíîâèòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî íóëåâîé êîîðäèíàòå u = t− r∗.
Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ìû ìîæåì ïðèáëèæåííî ðåøèòü óðàâíåíèÿ (4.11) è (4.12),

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû ìîæåì ðàçäåëèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïî ïåðåìåííûì

t è r, êîãäà îáîëî÷êà ïîêîèòñÿ èëè äâèæåòñÿ ñòàöèîíàðíî. Áîëåå òîãî, ïîòåíöèàë

U(r) =
(

1− rg
r

)[
m2 +

l(l + 1)

r2
+
rg
r3

]
, r > R0, (4.13)

âî âòîðîì óðàâíåíèè â (4.11) èñ÷åçàåò â ïðåäåëå r → rg è ñòàíîâèòñÿ ïîñòîÿí-

íûì, ðàâíûì m2, â ïðåäåëå r → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïîñðåäñòâåííî ðÿäîì ñ îáî-

ëî÷êîé (íóæíî ïîìíèòü, ÷òî îáîëî÷êà íàõîäèòñÿ áëèçêî ê ðàäèóñó Øâàðöøèëüäà

|R(t)− rg| � rg) ãàðìîíèêè ìîãóò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíû ïëîñêèìè âîëíàìè. Òàê-

æå â ïðåäåëå r →∞ ìû ïîëó÷àåì, ÷òî r ≈ r∗ (äàííîå ïðèáëèæåíèå àñèìïòîòè÷íî,

â òîì ñìûñëå, ÷òî |r − r∗| � r, íî ñàìà ðàçíîñòü |r − r∗| íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ) , à

ãàðìîíèêè ÿâëÿþòñÿ ïëîñêèìè âîëíàìè. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó àñèìïòîòèêàìè ãàð-

ìîíèê â äàííûõ ïðåäåëàõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ÿâíî, ðåøàÿ çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ äëÿ

ïîòåíöèàëà (4.13).

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü ïåðåïè-

ñàí â ñëåäóþùåé ôîðìå:

H0(t) =
∑
l,n

∞∫
0

dr
√
|g|

sin(θ)

[
gtt (∂tφl,n)2 − 1√

|g|
φl,n∂t

(√
|g|gtt∂tφl,n

)]
. (4.14)

Â ñëó÷àå êîëëàïñà îáîëî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìåòðèêå (4.1), ãàìèëüòîíèàí ìîæíî

çàïèñàòü êàê

H0(t) =
∑
l,n

R(t)∫
0

r2dr

[(
∂t

∂t−

)
(∂tφl)

2 − φl ∂t
((

∂t

∂t−

)
∂tφl

)]
+

+
∑
l,n

∞∫
R(t)

r2 dr

1− rg
r

[
(∂tφl)

2 − φl∂2
t φl
]

+ (4.15)

+
∑
l,n

R2(t)φl

[(
∂t−
∂t

)
∂rφl

∣∣∣∣
r=R(t)−0

−
(

1− rg
R(t)

)
∂rφl

∣∣∣∣
r=R(t)+0

]
.

Ïîñëåäíèé ÷ëåí â ýòîì âûðàæåíèè ÿâëÿåòñÿ âêëàäîì îò çíà÷åíèé ïîëåé íà îáîëî÷-

êå. Çàìåòèì, ãàìèëüòîíèàí H0(t) îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ ñîñòîÿíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê

âðåìåíè âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ.
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4.3.1 Èí-ãàðìîíèêè äî íà÷àëà êîëëàïñà

Â òå÷åíèå ïåðâîé ñòàäèè êîëëàïñà, êîãäà îáîëî÷êà ñòàöèîíàðíà, ìû ìîæåì íàé-

òè ãàðìîíèêè, êîòîðûå äèàãîíàëèçóþò ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí, è òåì ñàìûì ââå-

ñòè ïîíÿòèå ÷àñòèö.

Èñïîëüçóÿ îáû÷íîå êàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå, ìû ðàñêëàäûâàåì ïîëå ïî ãàð-

ìîíèêàì h̄ω,l(r, t):

φ (x, t) =
∑
l,n

Yl,n(θ, ϕ)

∫ ∞
m

dω

2π

[
aω,l,nh̄ω,l(r, t) + h.c.

]
,

π (x, t) = gtt
∑
l,n

Yl,n(θ, ϕ)

∫ ∞
m

dω

2π

[
aω,l,n∂th̄ω,l(r, t) + h.c.

]
, (4.16)

ãäå ìû îïðåäåëèëè x êàê ïðîñòðàíñòâåííóþ êîîðäèíàòó, à ω â äàííîì ñëó÷àå íóìå-

ðóåò ãàðìîíèêè. Òàêæå �h.c.� îçíà÷àåò ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå, è ïîä çíàêîì èíòåãðà-

ëà ïîäðàçóìåâàåòñÿ åù¼ è ñóììèðîâàíèå ïî äèñêðåòíûì ÷àñòîòàì, êîòîðûå ìîãóò

âîçíèêíóòü âáëèçè îáîëî÷êè. Ãàðìîíèêè h̄ω,l(r, t) ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè ðåøåíèÿìè

äëÿ óðàâíåíèÿ Êëåéíà-Ãîðäîíà (4.11). Ãàðìîíèêè, ñ êîòîðûìè ìû õîòèì ðàáîòàòü,

äîëæíû äèàãîíàëèçîâûâàòü ãàìèëüòîíèàí â ïåðâîé ôàçå êîëëàïñà, êîãäà îáîëî÷êà

ïîêîèòñÿ. Ñîîòâåòñòâóþùåå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå, ìû, êàê âñåãäà, îïðåäåëÿåì êàê òî,

÷òî àííèãèëèðóåòñÿ âñåìè îïåðàòîðàìè óíè÷òîæåíèÿ, aω,l,n|in〉 = 0.

Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ, ìû îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèå êîì-

ìóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ íà ïîëå φ (x, t) è ñîïðÿæåííîãî åìó êàíîíè÷åñêîãî èì-

ïóëüñà

[φ(x, t), π(y, t)] = iδ(3)
(
x− y

)
. (4.17)

Îñòàëüíûå êîììóòàòîðû ðàâíû íóëþ. Ìû íîðìèðóåì ãàðìîíèêè h̄ω,l(r, t) òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

[aω,l,n, a
†
ω′,l′,n′ ] = 2πδll′ δnn′ δ(ω − ω′), (4.18)

Ïîäñòàâëÿÿ ÿâíî ðàçëîæåíèå (4.16) â êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå (4.17), ìû ïî-

ëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà íîðìèðîâêó ãàðìîíèê:∑
l,n

Yl,n(θ, ϕ)Yl,n(θ′, ϕ′)gtt
∫ ∞
m

dω

2π

[
h̄ω,l(t, r) ∂th̄

∗
ω,l(t, r

′)− h.c.
]

=

= i δ(3) (x− x′) . (4.19)
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Â ñòàöèîíàðíîé ñèòóàöèè ìû ìîæåì ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (4.11).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû âûáåðåì ãàðìîíèêè â ñëåäóþùåé ôîðìå:

h̄ω,l(t, r) = hω,l(r) e
−iωt = hω,l(r) e

−iω−t− ,

ãäå èç óðàâíåíèÿ (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ω− = ω/
√

1− rg/R0. Èñïîëüçóÿ äàííîå ðàç-

ëîæåíèå, ìû ìîæåì èäåíòèôèöèðîâàòü èíäåêñ ω â óðàâíåíèè (4.16) ñ ýíåðãèåé

ãàðìîíèêè h̄ω,t(t, r) â áåñêîíå÷íîì ïðîøëîì.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (4.11), ìû íàõîäèì, ÷òî

h̄ω,l(t, r) =
Aω√
r
Jl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 r

)
e−i ω− t− , ïðè r ≤ R0 è t ≤ 0. (4.20)

Ãäå ìû ïîòðåáîâàëè ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ ãàðìîíèêè â íà÷àëå êîîðäèíàò r = 0.

Ýòî îãðàíè÷èâàåò íàñ â èñïîëüçîâàíèè òîëüêî ôóíêöèé Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Èç

óðàâíåíèÿ (4.20) ìû ìîæåì óâèäåòü, ÷òî ω îãðàíè÷åíà ñíèçó: ω− ≥ m èëè ω ≥
m− ≡ m

√
1− rg/R0. Åñëè ìàññà ïîëÿ ðàâíà íóëþ, òî Aω =

√
π. Â äàëüíåéøåì ìû

âî âñåõ ôîðìóëàõ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Aω ≈
√
π.

Àíàëîãè÷íî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (4.11) ìû íàõîäèì, ÷òî äî íà÷àëà êîëëàïñà

t = 0, ãàðìîíèêè çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè âåäóò ñåáÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h̄ω,l(t, r) =
e−i ω t

r

Aωe
−iωr∗ +Bωe

iωr∗ , |r −R0| � rg,

Cω e
−ikr∗ +Dω e

ikr∗ , r � R0,

(4.21)

ãäå k =
√
ω2 −m2.

Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè ω ≥ m, òî ãàðìîíèêè îñöèëëèðóþò íà ïðîñòðàí-

ñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè r∗ →∞. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîé ñèòóàöèè ñïåêòð ÷àñòîò

áóäåò íåïðåðûâíûì. Íî, êîãäà m− ≤ ω ≤ m, ãàðìîíèêè áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî

ðàñòè èëè ïàäàòü ïðè ïðèáëèæåíèè ê ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè r∗ → ∞.

Îñòàâëÿÿ òîëüêî òå, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíî ïàäàþò, ìû ïîëó÷èì ãàðìîíèêè, êîòî-

ðûå ñîîòâåòñòâóþò ñâÿçàííûì ñîñòîÿíèÿì. Îíè îñöèëëèðóåò îêîëî íà÷àëà êîîðäè-

íàò r = 0 è îáîëî÷êè r = R0, à ïðè äîñòèæåíèè òî÷êè ïîâîðîòà â ïîòåíöèàëå (4.13)

áûñòðî óìåíüøàþò ñâî¼ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå. Ñïåêòð è êîëè÷åñòâî ýòèõ óðîâíåé

áûëè îïðåäåëåíû â [97].

Ìîæíî íàéòè ñâÿçü ìåæäó êîýôôèöèåíòàìè â óðàâíåíèè (4.21), èñïîëüçóÿ óñëî-

âèå íîðìèðîâêè (4.19). Îäíàêî, òàê êàê ìû èíòåðåñóåìñÿ ïîâåäåíèåì ãàðìîíèê

íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè îáîëî÷êè, ìû áóäåì èçó÷àòü òîëüêî êîýôôèöèåíòû Aω è
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Bω. Èçëó÷åíèå Õîêèíãà, êîòîðîå áóäåò íàñ â äàëüíåéøåì èíòåðåñîâàòü, ïðîÿâëÿåòñÿ

òîëüêî íåïîñðåäñòâåííî âáëèçè êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè. Íàáëþäàòåëü, íàõîäÿ-

ùèéñÿ íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè, âèäèò èçëó÷åíèå ìîäèôèöèðîâàííîå çà

ñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîòåíöèàë (4.13).

Ìû âû÷èñëèì êîýôôèöèåíòû Aω è Bω, èñïîëüçóÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (4.12).

Äî íà÷àëà êîëëàïñà, êîãäà R(t) = R0, ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ óñòàíàâëèâàþò, ÷òî

hω,l(r) � íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìà:

hω,l

(
R0 − 0

)
= hω,l

(
R0 + 0

)
, [∂rhω,l]r=R0−0 =

√
1− rg

R0

[∂rhω,l]r=R0+0 . (4.22)

Ýòè óðàâíåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì çíà÷åíèÿì êîýôôèöèåíòîâ â óðàâíåíèè

(4.21)

Aω = B∗ω =
il+1

√
2ω

(
1− rg

R0

)1/4

e
i ω

[
R∗0−R0

(
1− rg

R0

)− 1
2

]
+O

((
1− rg

R0

)3/4
)
. (4.23)

Ðàññìîòðèì ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ ýòèõ ãàðìîíèê. Ïóòåì ÿâíîé ïîäñòà-

íîâêè ðàçëîæåíèÿ (4.16) â (4.14) ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ãàìèëüòî-

íèàíà:

H0(t) =
∑
l,n

∫∫ ∞
m

dωdω′

(2π)2

[
Eω,ω′,l(t)a†ω,l,n aω′,l,n + Jω,ω′,l(t)aω,l,n aω′,l,n + h.c.

]
, (4.24)

ãäå

Eω,ω′,l(t) =

=

∫ ∞
0

dr

√
|g|

sin(θ)

{
gtt∂th̄

∗
ω,l(r, t) ∂th̄ω′,l(r, t)−

1√
|g|
h̄∗ω,l(r, t)∂t

[√
|g| gtt∂th̄ω′,l(r, t)

]}
,

Jω,ω′,l(t) =

=

∫ ∞
0

dr

√
|g|

sin(θ)

{
gtt∂th̄ω,l(r, t) ∂th̄ω′,l(r, t)−

1√
|g|
h̄ω,l(r, t)∂t

[√
|g| gtt∂th̄ω′,l(r, t)

]}
.

Òàêèì îáðàçîì ãàìèëüòîíèàí ìîæåò áûòü íå äèàãîíàëüíûìè èç-çà òîãî, ÷òî åñòü

÷ëåíû íåðàâíûå íóëþ ïðè ω 6= ω′, è èç-çà íàëè÷èÿ Jω,ω′,l 6= 0. Â ñòàöèîíàðíîé ñè-

òóàöèè ãàðìîíèêè, êîòîðûå äèàãîíàëèçóþò ãàìèëüòîíèàí, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ∫ ∞
0

dr

√
|g|

sin θ
gtt hω,l(r)hω′,l(r) = 0,∫ ∞

0

dr

√
|g|

sin θ
gtt hω,l(r)h

∗
ω′,l(r) =

π

ω
δ(ω − ω′), (4.25)
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÷òî âåäåò ê èñ÷åçíîâåíèþ àíîìàëüíîãî ÷ëåíà Jωω′ è äèàãîíàëèçàöèè Eωω′ . Çàìå-
òèì, ÷òî íîðìèðîâêà âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü êàíîíè÷åñêèå

êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ (4.19).

Âûøå ìû îáñóæäàëè ïîâåäåíèå ãàðìîíèê hω,l(r) â îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ èçìå-

íåíèÿ ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r. ×òîáû íàéòè ñâîáîäíûé ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ

îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, ìû äîëæíû ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî êîîðäèíà-

òå r. Òàêèì îáðàçîì íàì íåîáõîäèìî çíàòü ïîëíóþ ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü

ãàðìîíèê îò êîîðäèíàò. Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå

íîðìèðóåìîñòè ãàðìîíèê (4.25). Èñïîëüçóÿ ýòî óñëîâèå, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ãàìèëü-

òîíèàí èìååò ñëåäóþùèé âèä

H0(t ≤ 0) =
∑
l,n

∫ ∞
m

dω

2π
ω
[
aω,l,na

†
ω,l,n + a†ω,l,naω,l,n

]
. (4.26)

Êàê âèäíî, ãàìèëüòîíèàí äåéñòâèòåëüíî äèàãîíàëåí â òåðìèíàõ èí-ãàðìîíèê äî

íà÷àëà êîëëàïñà. Íî â ïðîöåññå êîëëàïñà èí-ãàðìîíèêè áîëüøå íå äèàãîíàëèçóþò

ãàìèëüòîíèàí, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðèçíàêîì òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå ÷àñòèö.

4.3.2 Èí-ãàðìîíèêè â òå÷åíèå ïîñëåäíåé ñòàäèè êîëëàïñà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû íàéäåì ïîâåäåíèå èí-ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì

ïî ÷àñàì âíåøíåãî íàáëþäàòåëÿ t −→ ∞. Èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ èí-ãàðìîíèê â

ïðîöåññå êîëëàïñà ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ïðè÷èíîé ðîæäåíèÿ ÷àñòèö.

Ìû ïðåíåáðåæåì ðàçíèöåé ìåæäó ν è 1 â (4.5). Ïðè÷èíà äëÿ ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ

ñëåäóþùàÿ � çàäàâ çíà÷åíèå ãàðìîíèê ïîä îáîëî÷êîé (ñì. ðèñ. 4.2), ìû áû õîòå-

ëè ïðîäîëæèòü ãàðìîíèêè çà ïðåäåëû îáîëî÷êè èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ ñøèâêè (4.12).

×òîáû íàéòè ïîâåäåíèå ãàðìîíèêè â áóäóùåì, ìû äîëæíû ðåøèòü çàäà÷ó Êîøè

äëÿ ïîëÿ, çàäàâ íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ãàðìîíèêè è å¼ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè ïðè

t = 0 = t−. Åñëè îáîëî÷êà äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ν < 1, òî îñòàíåòñÿ îáëàñòü,

êîòîðàÿ ïðè÷èííî ñâÿçàíà ñ îáëàñòüþ çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè (ñåðàÿ îáëàñòü íà

ðèñóíêå 4.2). ×òîáû îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïîëÿ â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå, íàì íåîá-

õîäèìî çíàíèå î ïîâåäåíèè ïîëÿ çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè. Ñîâñåì èíà÷å îáñòîèò

äåëî ñ òî÷êàìè, êîòîðûå íå ëåæàò â ñåðîé îáëàñòè íà ðèñóíêå 4.2. Îíè ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿþòñÿ ïîëíîñòüþ ïîâåäåíèåì ïîëÿ ïîä îáîëî÷êîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äå-

ìîíñòðàöèè âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó ïîä îáîëî÷êîé (òî÷êà A íà ðèñóíêå 4.2)

è ïîñìîòðèì, îòêóäà, â ïðèíöèïå, ìîæåò ïðèäòè èíôîðìàöèÿ â äàííóþ òî÷êó. Ìû
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r

t−

R0(t)

A

r = rg

Ðèñ. 4.2: Èëëþñòðàöèÿ ê çàäà÷è Êîøè äëÿ ãàðìîíèê ïîñëå íà÷àëà êîëëàïñà.

ïîëó÷èì, ÷òî ýòà îáëàñòü ëåæèò ïîëíîñòüþ ïîä îáîëî÷êîé. Òîãäà, â áóäóùåì ãàð-

ìîíèêè ïîä îáîëî÷êîé îïðåäåëÿþòñÿ òåì æå ñàìûì óðàâíåíèåì (4.20), ÷òî è äî

íà÷àëà êîëëàïñà, íî ïðîäîëæåííûìè íà áîëåå ïîçäíèå âðåìåíà t− ≥ 0 . Çíàÿ çíà÷å-

íèÿ ãàðìîíèê íà îáîëî÷êå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ìû ìîæåì ïðîäîëæèòü ãàðìîíèêè

çà ïðåäåëû îáîëî÷êè.

Ãàðìîíèêè ïîä îáîëî÷êîé îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì (4.20), ãäå ω− = ω√
1−rg/R0

.

Òàê êàê çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè ìû èíòåðåñóåìñÿ ïîâåäåíèåì ãàðìîíèê òîëüêî íåïî-

ñðåäñòâåííî âáëèçè íå¼ |r − rg| � rg, ìû ïðåíåáðåæåì ïîòåíöèàëîì (4.13). Òîãäà

óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â âîëíîâîå, è ìîæíî âûïèñàòü åãî îáùåå ðåøåíèå. Îòñþäà

ìû íàõîäèì ñëåäóþùåå ïîâåäåíèå ãàðìîíèê â ïðåäåëå t→ +∞

h̄ω,l(t, r) =
1

r


√
π rJl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 r

)
e±iω−t− , r ≤ R(t),

fω,l(u) + gω,l(v), r ≥ R(t), |r −R(t)| � rg,

(4.27)

ãäå u = t − r∗ è v = t + r∗ � òàê íàçûâàåìûå íóëü-êîîðäèíàòû. Òàê êàê îáîëî÷êà

ïàäàåò ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà, v-çàâèñÿùàÿ ÷àñòü ãàðìîíèêè íå ìîäèôèöèðóþòñÿ è
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ìîæåò áûòü íàéäåíà èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ýòó ôóíêöèþ, gω,l(v), ìîæíî ëåãêî

íàéòè èç óðàâíåíèÿ (4.21)

gω,l = Aω e
−i ω v. (4.28)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè u-çàâèñÿùóþ ÷àñòü ãàðìîíèêè çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè, ìû

âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ (4.12) íà îáîëî÷êå:√
π R(t)Jl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 R(t)

)
e−iω−t− = [fω,l(u)]r=R(t) . (4.29)

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (4.8), â ïðåäåëå t −→ ∞ ìû ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííóþ çàâè-

ñèìîñòü íóëü êîîðäèíàòû u íà îáîëî÷êå îò âðåìåíè:

[u]r=R ≈ 2t− (R∗0 + rg −R0). (4.30)

Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íà îáîëî÷êå ïåðåïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå:

fω,l [2t− (R∗0 + rg −R0)] ≈
√
π RJl+ 1

2

(√
ω2
− −m2 R

)
e−iω−t− . (4.31)

À çíà÷èò, ïîâåäåíèå ãàðìîíèêè çà ïðåäåëàìè îáîëî÷êè áóäåò îïèñûâàòüñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

r h̄ω,l(r, t) ≈ (4.32)

≈
√
π R(u)Jl+ 1

2

[√
ω2
− −m2 R(u)

]
e
−iω− (R0−rg)

ν

1−e−
u+R∗0+rg−R0

2rg


+ gω,l(v),

ãäå gω,l(v) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (4.28) è

R(u) = rg

(
1 +

R0 − rg
rg

e
−u+R

∗
0+rg−R0
2rg

)
. (4.33)

Â ïðåäåëå t −→ ∞ ãðàíè÷íîå óñëîâèå äëÿ íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé íà îáîëî÷êå ,

(4.12), áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä(
∂t−
∂t

)[
ν ∂t−hω,l − ∂rhω,l

]
r=R(t)−0

= 2 [∂uhω,l]r=R(t)+0 . (4.34)

Òàê êàê â ïðåäåëå t −→ ∞, R −→ rg, ìû ïðåíåáðåãëè ðàçíèöåé ìåæäó R è rg,

÷òîáû óïðîñòèòü ïðàâóþ ÷àñòü íàïèñàííîãî âûøå óðàâíåíèÿ. Ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî íàøå ðåøåíèå (4.32) òàêæå áóäåò óäîâëåòâîðÿòü è ýòîìó ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ,

êîãäà ν = 1. Â ñëó÷àå, êîãäà îáîëî÷êà íå ñâåòîâàÿ, à èìååò êîíå÷íóþ ñêîðîñòü,

íàøå ðåøåíèå äëÿ v - çàâèñÿùåé ÷àñòè ìîäèôèöèðóåòñÿ, è ìû íå ñìîæåì òàêæå

ëåãêî íàéòè ïîâåäåíèå ãàðìîíèê â áåñêîíå÷íîì áóäóùåì.
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4.4 Èçëó÷åíèå Õîêèíãà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû âîñïðîèçâåäåì ñòàíäàðòíóþ ôîðìóëó äëÿ òåðìàëüíîãî

ïîòîêà, èñïîëüçóÿ ãàðìîíèêè, êîòîðûå ìû âûâåëè â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Ìû

áóäåì âû÷èñëÿòü ïîòîê â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè,

à çàòåì, èñïîëüçóÿ êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ, ïîëó÷èì çíà÷åíèå äëÿ ïîòîêà íà

ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè.

Ïîòîê ìîæíî ñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà, ñëåäóþùèì îáðàçîì

J (r ≈ rg, t) ≡
∫
S2

sin θ dθ dϕ r2
〈

: T r t (r, t) :
〉
≈

≈ −r2
g

∫
S2

sin θ dθ dϕ
〈

: Ttr∗ (r, t) :
〉
. (4.35)

ßâíî ðàñïèñàâ ýòî ñðåäíåå, ìû ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà

J (r ≈ rg, t) =
∑
l

(2l + 1)
(
J (l)
u − J (l)

v

)
, (4.36)

ãäå

J (l)
u = r2

g

∫ ∞
m

dω

2π

[
∂uh̄

∗
ω,l(r, t) ∂uh̄ω,l(r, t) + c.c.

]
,

J (l)
v = r2

g

∫ ∞
m

dω

2π

[
∂vh̄

∗
ω,l(r, t) ∂vh̄ω,l(r, t) + c.c.

]
. (4.37)

Â óðàâíåíèè (4.35) ïîä íîðìàëüíûì óïîðÿäî÷åíèåì 〈: T µν :〉 ìû ïîíèìàåì ðåçóëü-

òàò âû÷èòàíèÿ èç 〈T µν 〉 òîãî æå ñàìîãî âûðàæåíèÿ, íî âû÷èñëåííîãî â áåñêîíå÷íîì
ïðîøëîì, êîãäà îáîëî÷êà ïîêîèëàñü. Â ýòîì ñëó÷àå, ìîæíî ÿâíî èñïîëüçîâàòü ôîð-

ìóëû äëÿ ãàðìîíèê è ïîòîêà, ÷òîáû ïðîâåðèòü, ÷òî îí ðàâåí íóëþ.

×òîáû íàéòè ïîòîê, âûçâàííûé êîëëàïñîì òîíêîé îáîëî÷êè, ìû èñïîëüçóåì

ãàðìîíèêè, íàéäåííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå (4.32):

h̄ω,l(r, t) ≈
1

rg

(
1− rg

R0

) 1
4

√
2

ω
cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
ei ωrg e

−u−u02rg

+
1

rg

(
1− rg

R0

) 1
4 il+1

√
2ω

e−i ω v+i ω [R∗0−R0(1−rg/R0)−1/2], (4.38)

ãäå u0 = rg log(R0/rg)− rg. ×òîáû ïîëó÷èòü ýòî âûðàæåíèå èç ôîðìóëû (4.32), ìû

èñïîëüçîâàëè ïðèáëèæåíèÿ R(u) ≈ rg, ν ≈ 1. Ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè àñèìïòîòèêó

äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ â ïðåäåëå áîëüøèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñ÷èòàòü ïîòîê, íàì íàäî ïðîñòî ïîäñòàâèòü (4.38) â óðàâíåíèå

(4.36) è âû÷èñëèòü èíòåãðàëû. Îäíàêî, äëÿ óäîáñòâà ìû ïåðåðàçëîæèì (4.38) ïî
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ïëîñêèì âîëíàì (4.21). Òàê êàê v-çàâèñÿùàÿ ÷àñòü óæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ

âîëíó, ìû äîëæíû ïåðåðàçëîæèòü òîëüêî u-÷àñòü:(
1− rg

R0

) 1
4

√
2

ω
cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
ei ωrg e

−u−u02rg
=

=

∫
|ω′|>m

dω′

2π
√

2|ω′|
α(ω, ω′) e−iω

′u, (4.39)

ãäå αω,ω′ = α(ω, |ω′|) è βω,ω′ = α(ω,−|ω′|) ïðîïîðöèîíàëüíû Áîãîëþáîâñêèì êîýô-

ôèöèåíòàì ïîëó÷åííûå â ðàáîòàõ Õîêèíãà.

Èñïîëüçóÿ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ìû íàõîäèì ÿâíûé âèä äëÿ ýòèõ

êîýôôèöèåíòîâ:

α (ω, ω′) ≈ 2

(
1− rg

R0

) 1
4

√
|ω′|
ω

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
×

×
∫ ∞
u∗

du eiωrg e
−u−u02rg

eiω
′u, (4.40)

ãäå u∗ = −R∗0. Èç-çà áûñòðûõ îñöèëëÿöèé â íèæíåì ïðåäåëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî u

ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü âêëàäîì îò ýòîé ÷àñòè è ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå ïî âñåé

÷èñëîâîé ïðÿìîé:

α (ω, ω′) ≈ −4 rg

(
1− rg

R0

) 1
4

√
|ω′|
ω

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
×

×eiω′u0eπω′rge2iω′rg log (ωrg)Γ(−2iω′rg). (4.41)

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê ÿâíîìó âû÷èñëåíèþ ïîòîêîâ J
(l)
v è J

(l)
u :

J (l)
v ≈

(
1− rg

R0

) 1
2
∫ ∞
m

dω

2π
ω, (4.42)

J (l)
u ≈

∫ ∞
m

dω

2π

∫
|ω′|>m

dω′

2π

∫
|ω′′|>m

dω′′

2π

ω′ ω′′√
|ω′ ω′′|

α(ω, ω′)α∗(ω, ω′′) e−i (ω
′−ω′′)u. (4.43)

Â ôîðìóëå (4.43) ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ïåðâûé èíòåãðàë ïî ω:∫ ∞
m

dω

2π
α(ω, ω′)α∗(ω, ω′′) ≈ 8 r2

g

(
1− rg

R0

) 1
2 √
|ω′ω′′|ei(ω′−ω′′)u0eπ(ω′+ω′′)rg ≈

≈ Γ(−2iω′rg)Γ(2iω′′rg)

∫ ∞
log (mrg)

d (log (ωrg))

2π
e2i(ω′−ω′′)rg log (ωrg), (4.44)

ãäå, òàê êàê ω−rg � 1, ìû çàìåíèëè cos2
[
π (l+1)

2
− ω−rg

]
íà 1/2 â èíòåãðàëå. Îòìå-

òèì, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ÷àñòîòàì, ìû íå ââîäèì óëüòðàôèîëåòî-
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âîãî îáðåçàíèÿ Λ. Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü è ïîëó÷èòü∫ ∞
m

dω

2π
α(ω, ω′)α∗(ω, ω′′) ≈

≈ 2 rg

(
1− rg

R0

) 1
2

|ω′| e2πω′rg |Γ(2iω′rg)|2 δ(ω′ − ω′′) + ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü

= 2π

(
1− rg

R0

) 1
2

n(−ω′) δ (ω′ − ω′′) + ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü, (4.45)

ãäå

n(ω) =
sign(ω)

e4πrgω − 1
. (4.46)

�Ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü� â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4.45) èìååò ôîðìó p.v.
(

i
ω′−ω′′

)
, ñëå-

äîâàòåëüíî äëÿ áîëüøèõ u å¼ âêëàä â J
(l)
u , (4.43), ïðåíåáðåæèìî ìàë.

Ïîäñòàâëÿÿ óðàâíåíèå (4.45) â J
(l)
u è èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî n(−ω) = n(ω)+sign(ω),

ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôîðìóëó äëÿ ïîòîêà:

J (l)
u ≈ 2

(
1− rg

R0

) 1
2
(∫ ∞

m

dω

2π
ω n(ω) +

∫ ∞
m

dω

2π

ω

2

)
. (4.47)

Ïðè ïîäñ÷åòå ïîëíîãî ïîòîêà ðàñõîäèìîñòè â J
(l)
u è J

(l)
v ñîêðàùàþòñÿ, è ìû ïîëó-

÷àåì êîíå÷íûé îòâåò

J (r ≈ rg, t) =
∑
l

(2l + 1)
[
J (l)
u − J (l)

v

]
≈

(
1− rg

R0

) 1
2 ∑

l

(2 l + 1)

∫ ∞
m

dω

2π

ω

e4πrgω − 1
. (4.48)

Ýòî åñòü ôîðìóëà äëÿ èçëó÷åíèÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò êîëëàïñèðóþùåé

îáîëî÷êè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîòîê íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè,

ìû äîëæíû ó÷åñòü, ÷òî ïîòîê ìîæåò ÷àñòè÷íî îòðàçèòüñÿ îò ïîòåíöèàëüíî áàðüå-

ðà (4.13). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ïóòåì ââåäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ, óæå

îáñóæäàâøèõñÿ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, |Tω,l|2, òàêèì îáðàçîì

J (r →∞, t) ≈ 2

(
1− rg

R0

) 1
2 ∑

l

(2 l + 1)

∫ ∞
m

dω

2π

ω

e4πrgω − 1
|Tω,l|2 . (4.49)

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ l ãðåé-áîäè ôàêòîð Tω,l ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí êàê
(i rg ω)l+1

(2 l−1)!!

[98].

Åñëè ìû ïîëîæèì m = 0 â óðàâíåíèÿõ (4.39)�(4.45), òî ìû ïîëó÷èì ðàñõî-

äèìîñòè ïðè ω = 0. Îäíàêî, äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ ìû äîëæíû èñïîëüçîâàòü
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ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå äëÿ ãàðìîíèê âìåñòî óðàâíåíèé (4.38)

h̄ω,l(r, t) ≈
√
πrg Jl+ 1

2
(ω−rg) e

−u−u0
2rg +

Aω
rg

e−i ω v. (4.50)

Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ÷òî â ïðåäåëàõ ìàëåíüêèõ ω, ãàðìîíèêà âåäåò ñåáÿ êàê

Jl+ 1
2
(x) ∼ xl+

1
2 , è âñå èíòåãðàëû ïî ω â óðàâíåíèÿõ (4.39)�(4.49) ñõîäÿòñÿ íà íèæíèõ

ïðåäåëàõ. Èñïîëüçóÿ ýòî, ìû ïîëó÷èì òå æå ñàìûå ôîðìóëû äëÿ ïîòîêà êàê è â

ôîðìóëå (4.49), íî ñ ìàññîé m ðàâíîé íóëþ.

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ìû ïîëîæèëè óëüòðàôèîëåòîâîå îáðåçàíèå ðàâíûì áåñ-

êîíå÷íîñòè Λ =∞. Åñëè æå ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíî êîíå÷íîå, òî òîãäà â (4.45) ìû

íå ïîëó÷èëè ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé, è ñëåäîâàòåëüíî âñå âûðàæåíèå áûëî áû ðåãó-

ëÿðíûì. Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî â òàêîì ñëó÷àå âåñü ïîòîê J çàíóëèëñÿ

áû çà âðåìÿ ïîðÿäêà 1
Λ log(Λrg)

.

4.5 Ïåòëåâûå ïîïðàâêè è ñåêóëÿðíûé ðîñò

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû èñïîëüçîâàëè äâóõòî÷å÷íóþ ôóíêöèþ Âàéòìàíà

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîòîêà. Â ýòîé ãëàâå ìû áóäåì èçó÷àòü ïåòëåâûå ïîïðàâêè ê ýòîé

ôóíêöèè è ïîêàæåì, ÷òî îíè âî âòîðîì ïîðÿäêå òåîðèè âîçìóùåíèé ðàñòóò ñî

âðåìåíåì.

Çàïèøåì ÷ëåí âçàèìîäåéñòâèÿ
λφ4

4!
â ýòîé òåîðèè, ïîäñòàâèâ ÿâíî äåòåðìèíàíò

ìåòðèêè

V (t) =
λ

4!

∞∫
R(t)

φ4r2drdΩ +
λ

4!

(
∂t−
∂t

) R(t)∫
0

φ4r2drdΩ. (4.51)

Â ïðåäåëå t → ∞, âòîðîé ÷ëåí ýêñïîíåíöèàëüíî ïîäàâëåí èç-çà íàëè÷èÿ ïðîèç-

âîäíîé ∂t−
∂t
∝ e−t/rg . Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ýòèì ÷ëåíîì, à òàêæå

ðàçíîñòüþ ìåæäó ïîëîæåíèåì îáîëî÷êè è ðàäèóñîì Øâàðöøèëüäà.

Òîãäà ìû ìîæåì âû÷èñëèòü òî, êàê áóäóò âûãëÿäåòü ïîïðàâêè ê ïðîïàãàòîðó

Êåëäûøà

DK
0+2(1, 2) =

∑
l1,m1,l2,m2

Yl1,m1(Ω1)Yl2,m2(Ω2)

∫
dω1

2π

dω2

2π
×

×
{[

Nω1,l1,n1|ω2,l2,n2(t) + δl1l2 δm1m2 δ(ω1 − ω2)
]
h̄∗ω1,l1

(t1, r1) h̄ω2,l2(t2, r2)

+Kω1,l1,n1|ω2,l2,n2(t) h̄ω1,l1(t1, r1) h̄ω2,l2(t2, r2) + h.c.

}
. (4.52)
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Ãäå ôóíêöèè Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) è Kω,l,n|ω′,l′,n′(t) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì (ìû

áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðåäåë áîëüøèõ âðåìåí t1, t2 → +∞ ïðè |t1 − t2| = const):

Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) =
λ2

3

∫∫ t

t0

dt3 dt4

∫∫ ∞
rg

(r3r4)2 dr3 dr4 h̄ω,l(r3, t3) h̄∗ω′,l′(r4, t4)×

×Y (l, n, l′, n′)
3∏
j=1

∫ ∞
m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3) h̄∗ωj ,lj(r4, t4) (4.53)

è

Kω,l,n|ω′,l′,n′(t) = −λ
2

3

t∫
t0

dt3

t3∫
t0

dt4

∫∫ ∞
rg

(r3r4)2 dr3 dr4 h̄
∗
ω,l(r3, t3) h̄∗ω′,l′(r4, t4)

Y (l, n, l′, n′)
3∏
j=1

∫ ∞
m

dωj
2π

h̄∗ωj ,lj(r3, t3) h̄ωj ,lj(r4, t4) + (ω, l↔ ω′, l′) , (4.54)

ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå

Y (l, n, l′, n′) =
∑

l1,2,3;n1,2,3

〈l, n, l1, n1, l2, n2, l3, n3〉 〈l′, n′, l1, n1, l2, n2, l3, n3〉 ,

〈l, n, l1, n1, l2, n2, l3, n3〉 =

∫
dΩYl,n(θ, ϕ)Yl1,n1(θ, ϕ)Yl2,n2(θ, ϕ)Yl3,n3(θ, ϕ).

Íàïîìíèì, ÷òî ìû èñïîëüçóåì äåéñòâèòåëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíêöèè Yl,n(θ, ϕ) =

Y ∗l,n(θ, ϕ).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî N è K (4.53) íå ñîäåðæàò óëüòðàôèîëåòîâûõ ðàñõîäèìî-

ñòåé. Ýòî ìîæíî ëåãêî ïîíÿòü, ñ÷èòàÿ ñòåïåíè ðàñõîäèìîñòåé äëÿ íèõ â ïëîñêîì

ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè. Òåì íå ìåíåå ñàì ïðîïàãàòîð Êåëäûøà ïîëó÷àåò óëüòðàôè-

îëåòîâûå ðàñõîäèìîñòè èç-çà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòîòàì ω. Ìû áóäåì èíòåðåñî-

âàòüñÿ ïîâåäåíèåì ýòèõ âåëè÷èí òîëüêî â èíôðàêðàñíîì ïðåäåëå, ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå

êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ óæå óëüòðàôèîëåòîâî ïåðåíîðìèðîâàíû. Îòìåòèì, ÷òî

îíè ïåðåíîðìèðóþòñÿ â ëèäèðóþùåì ïîðÿäêå òî÷íî òàêæå, êàê è â ïðîñòðàíñòâå

Ìèíêîâñêîãî.

Äàâàéòå èçó÷èì ïîâåäåíèå ôóíêöèè Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Ìû

õîòèì âûäåëèòü ñàìûå áîëüøèå âêëàäû ê ôóíêöèÿì N è K â áåñêîíå÷íîì áó-

äóùåì. Îòìåòèì, ÷òî äî íà÷àëà êîëëàïñà ââèäó ñòàöèîíàðíîñòè çàäà÷è ôóíêöèè

N è K îñòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè è ðàâíûìè íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì ñ÷è-

òàòü, ÷òî ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ ñàìîäåéñòâèÿ t0 ïðîèçîøåë äî íà÷àëà êîëëàïñà. Áî-

ëåå òîãî, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî âäàëåêå îò êîëëàïñèðóþùåé îáîëî÷êè ãàðìîíèêè

íå ìåíÿþòñÿ (èç-çà ïðè÷èííîñòè è ëîêàëüíîñòè). Ïîýòîìó îò îáëàñòè r � rg â
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èíòåãðàëàõ (4.53),(4.54) íå áóäåò âêëàäà â ñåêóëÿðíûé ðîñò. Ïîýòîìó ãàðìîíèêè

â óðàâíåíèè (4.53) ìû ìîæåì àïïðîêñèìèðîâàòü, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (4.38), ò.å.

h̄ω,l ≈ h̄ω,l(u) + h̄ω,l(v), ãäå h̄ω,l(v) � v � çàâèñÿùàÿ ÷àñòü ãàðìîíèêè, à h̄ω,l(u) åñòü

u-çàâèñÿùàÿ ÷àñòü ãàðìîíèêè. Äëÿ óäîáñòâà ìû îñòàâèì âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðè-

ðîâàíèÿ ïî ðàäèàëüíûì êîîðäèíàòàì ðàâíûìè ∞, òàê êàê èç-çà îñöèëëÿöèé ïðè

r3,4 → +∞ èíòåãðàëû áóäóò áûñòðî ñõîäèòüñÿ. Êðîìå òîãî, íàèáîëüøèé âêëàä

â Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) ïðèõîäèò îò îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíàì t3 è t4 êîãäà

t3 � rg log (rg ω) è t4 � rg log (rg ω
′). Â ýòèõ îáëàñòÿõ ìû ìîæåì ïðåíåáðå÷ü çàâè-

ñèìîñòüþ ôóíêöèé h̄ω,l(u3) è h̄∗ω′,l′(u4) îò íóëåâûõ êîîðäèíàò u3 è u4, ñîîòâåñòâåííî.

Òàêæå îòìåòèì, ÷òî v-çàâèñÿùèå ÷àñòè ãàðìîíèê h̄ω,l(r3, t3) è h̄∗ω′,l′(r4, t4) âåäóò ê

áîëåå ñëàáûì ïîïðàâêàì, ÷åì òå çà êîòîðûìè ìû ñëåäèì.

Èñïîëüçóÿ äàííûå ïðèáëèæåíèÿ, ìû ïîëó÷àåì

Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) ≈

≈ 2λ2

3 r2
g

√
ω ω′

(
1− rg

R0

) 1
2

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π (l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
×

×Y (l, n, l′, n′)

∫ t

rg log(rg ω)

dt3

∫ t

rg log(rg ω′)

dt4

∫ ∞
rg

r2
3dr3

∫ ∞
rg

r2
4dr4×

×
3∏
j=1

∫ ∞
m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3) h̄∗ωj ,lj(r4, t4). (4.55)

Ìû ñíîâà ìîæåì ïðåäñòàâèòü ãàðìîíèêè â âèäå ñóììû u è v-çàâèñÿùèõ ÷àñòåé∫ ∞
m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3) h̄∗ωj ,lj(r4, t4) ≈
∫ ∞
m

dωj
2π

[
h̄ωj ,lj(u3) h̄∗ωj ,lj(u4)

+h̄ωj ,lj(v3) h̄∗ωj ,lj(v4) + h̄ωj ,lj(u3)h̄∗ωj ,lj(v4) + h̄ωj ,lj(v3)h̄∗ωj ,lj(u4)
]
. (4.56)

Òàê êàê ôóíêöèè h̄ω,l(u) ñîäåðæàò áûñòðî îñöèëëèðóþùèé êîñèíóñ, ìû ìîæåì ïðå-

íåáðå÷ü ïîñëåäíèìè äâóìÿ ÷ëåíàìè â ðàññìàòðèâàåìîé ôîðìóëå. Ïåðâûé âêëàä

ìû ðàñêëàäûâàåì ïî ïëîñêèì âîëíàì êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Èñïîëüçóÿ

óðàâíåíèÿ (4.39) è (4.45),∫ ∞
m

dωj
2π

h̄ωj ,lj(r3, t3)h̄∗ωj ,lj(r4, t4) ≈
(

1− rg
R0

) 1
2 1

r2
g

∫
ωj>m

dωj
4πωj

×

×
{[
n(−ωj) e−iωj(u3−u4) + n(ωj) e

iωj(u3−u4)
]

+ e−iωj(v3−v4)
}

+

+ ïîäàâëåííûå ÷ëåíû, (4.57)

ãäå ôóíêöèÿ n(ω) áûëà îïðåäåëåíà â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå (4.46).
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Òåïåðü ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (4.57) â ôîðìóëó äëÿ Nω,l,n|ω′,l′,n′(t), (4.55). Ñäåëàâ

çàìåíó ïåðåìåííûõ îò t3 è t4 ê T = (t3 + t4)/2 è τ = t3 − t4, ìû ïîëó÷àåì

Nω,l,n|ω′,l′,n′(t) ≈ (4.58)

≈ λ2

12 r8
g

√
ω ω′

(
1− rg

R0

)2

cos

[
π (l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π (l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
×

× Y (l, n, l′, n′)

∫ t

0

dT

∫ ∞
−∞

dτ

∫ ∞
rg

r2
3dr3

∫ ∞
rg

r2
4dr4×

×
3∏
j=1

∫
ωj>m

dωj
4πωj

{[
n(−ωj) e−iωj(τ−∆r) + n(ωj) e

iωj(τ−∆r)
]

+ e−iωj(τ+∆r)
}
,

ãäå ∆r = r3 − r4. Çàìåòèì, ÷òî íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ïî T íå âàæåí äëÿ

ëèäèðóþùèõ âêëàäîâ, êîòîðûå ðàñòóò ñî âðåìåíåì. Òàêæå, èñïîëüçóÿ òî, ÷òî ôóíê-

öèè îñöèëëèðóþò ïðè áîëüøîé ðàçíèöå âðåìåí τ → ±∞, ìû áóäåì èíòåãðèðîâàòü

τ ïî âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî dT ôàêòîðèçóåòñÿ, òàê êàê ïîäûí-

òåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò T . Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ëèäèðóþùèå âêëàäû

ê ôóíêöèè N ëèíåéíî ðàñòóò ñî âðåìåíåì N ∼ λ2 t.

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ïðèåìû ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî òàêèå æå ðàñõîäèìîñòè

âîçíèêàþò è â ôóíêöèè K. Ê ïðèìåðó, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:

Kω,l,n|ω′,l′,n′ ≈

≈ − 4λ2

3
√
ωω′r2

g

(
1− rg

R0

) 1
2

cos

[
π(l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π(l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
Y (l, n, l′, n′)×

×
t∫

rg log(ωrg)

dt3

∫ t3

rg log(ω′rg)

dt4

∞∫
rg

r2
3 dr3

∞∫
rg

r2
4 dr4

3∏
i=1

∞∫
m

dωi
2π

h̄∗ωj ,lj(r3, t3)h̄ωj ,lj(r4, t4)

Çàòåì, èñïîëüçóÿ (4.57) è ïðîèçâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ îò t3, t4 ê T è τ , êàê áûëî

ñäåëàíî âûøå, ìû ïîëó÷àåì

Kω,l,n|ω′,l′,n′ ≈

≈ − λ2

6
√
ωω′r8

g

(
1− rg

R0

)2

cos

[
π(l + 1)

2
− ω−rg

]
cos

[
π(l′ + 1)

2
− ω′−rg

]
×

×[2mm]Y (l, n, l′, n′)

∫ t

0

dT

∫ ∞
0

dτ

∞∫
rg

r2
3dr3

∞∫
rg

r2
4dr4×

×
3∏
j=1

∫
ωj>m

dωj
4πωj

{[
n(−ωj)e−iωj(τ−∆r) + n(ωj)e

iωj(τ−∆r)
]

+ e−iωj(τ+∆r)
}
.
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È îïÿòü ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðèðîâàíèå ïî dT îòôàêòîðèçîâûâàåòñÿ, òàê êàê

ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå çàâèñèò îò T . Ñëåäîâàòåëüíî, àíîìàëüíîå êâàíòî-

âîå ñðåäíåå òàêæå ïîëó÷àåò èíôðàêðàñíûé âêëàä ëèíåéíî ðàñòóùèé ñî âðåìåíåì

K ∼ λ2 t.

Äëÿ áåçìàññîâîãî ñëó÷àÿ ñèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà, íî âìåñòî ãàðìîíèê (4.38) ìû

äîëæíû èñïîëüçîâàòü ãàðìîíèêè h̄, îïèñàííûå â óðàâíåíèè (4.50), äëÿ âû÷èñëåíèÿ

ôóíêöèè Âàéòìàíà ∫ ∞
0

dω

2π
h̄∗ω,l(r3, t3) h̄ω,l(r4, t4). (4.59)

Îäíàêî, ôóíêöèè Áåññåëÿ Jl+ 1
2
(ω) îïÿòü ïðåíåáðåæèìî ìàëû, êîãäà ÷àñòîòû ω ìà-

ëåíüêèå, ïîýòîìó îíè íå ïîëó÷àþò íèêàêèõ äîáàâî÷íûõ ðàñõîäèìîñòåé, è ôóíêöèè

N è K ïîëó÷àþò ñåêóëÿðíûå âêëàäû àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî ìû ïîëó÷èëè âûøå.

Õîòÿ êîíñòàíòà ñâÿçè λ ìîæåò áûòü ìàëà, ñàì âêëàä ïðîïîðöèîíàëåí âðåìå-

íè λ2t è ñëåäîâàòåëüíî ìîæåò ñòàòü î÷åíü áîëüøèì, íàðóøàÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé.

×òîáû ïîíÿòü ôèçèêó ïîëó÷åííûõ ñåêóëÿðíî ðàñòóùèõ âêëàäîâ íåîáõîäèìî ïðî-

ñóììèðîâàòü ëèäèðóþùèå âêëàäû ñî âñåõ ïîðÿäêîâ òåîðèè âîçìóùåíèé. Ïîêà ÷òî

ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Ðàçðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû ìîæåò ïðîëèòü ñâåò

íà èíôîðìàöèîííûé ïàðàäîêñ.
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Ãëàâà 5

Çàêëþ÷åíèå

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëè èçó÷åíû ñâîéñòâà êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ íà

ôîíå âíåøíèõ ñèëüíûõ ãðàâèòàöèîííûõ èëè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé. Â îñíîâ-

íîì íàñ èíòåðåñîâàëè ïðîñòðàíñòâî äå-Ñèòòåðà, ãðàâèòàöèîííûé êîëëàïñ è ïîñòî-

ÿííîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Êàê áûëî ïîêàçàíî, âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ñèñòåìàõ â

ðåçóëüòàòå ó÷åòà ïåòëåâûõ ïîïðàâîê âîçíèêàþò ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå âêëàäû. Ìîæ-

íî ñôîðìóëèðîâàòü òðè ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ äàííûõ ñåêóëÿðíûõ ïîïðàâîê:

íåðàâíîâåñíîå íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, íåñòàöèîíàðíîñòü ãàìèëüòîíèàíà è íåîãðàíè-

÷åííîñòü ñíèçó ñïåêòðà ãàìèëüòîíèíà. Â òî âðåìÿ êàê ïåðâàÿ ïðè÷èíà õîðîøî èç-

âåñòíà â ôèçèêå êîíäåíñèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé, ïîñëåäíèå äâå ïðè÷èíû ïî÷òè íèãäå

íå ó÷èòûâàëèñü è íå èçó÷àëèñü. Ïðè íàëè÷èè íåñòàöèîíàðíîñòè ïðîèñõîäèò íàðó-

øåíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, òàê êàê îòñóòñòâóåò îäíîðîäíîñòü ïî âðåìåíè. Â

ðåçóëüòàòå ýòîãî íåêîòîðûå ïðîöåññû, êîòîðûå áûëè çàïðåùåíû, íàïðèìåð, ðîæäå-

íèå ÷àñòèö, ìîãóò ïðîèñõîäèòü. Àíàëîãè÷íî, åñëè ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà íåîãðàíè-

÷åí ñíèçó, ïðîöåññû ðîæäåíèÿ ÷àñòèö îïÿòü ðàçðåøåíû, òàê êàê çàêîí ñîõðàíåíèÿ

ýíåðãèÿ ìîæíî âûïîëíèòü ïóòåì ðîæäåíèÿ ÷àñòèö ñ ïðîèçâîëüíî áîëüøîé îòðèöà-

òåëüíîé ýíåðãèåé.

Â ðåçóëüòàòå ýòèõ äâóõ ïðè÷èí âî âçàèìîäåéñòâóþùåé òåîðèè ïîëÿ âîçíèêàþò

ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå âêëàäû. Ýòî î÷åíü ñèëüíî âëèÿåò íà ôèçèêó. Äåéñòâèòåëüíî,

õîòÿ âçàèìîäåéñòâèå ìîæåò áûòü ìàëî, íî òàê êàê ïåòëåâûå ïîïðàâêè ðàñòóò ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè, îíè ìîãóò áûòü áîëüøèìè. ×òîáû ïîíÿòü ôèçèêó äàííîãî ÿâ-

ëåíèÿ, â õîäå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû áûëè ïðîñóììèðîâàíû ïåòëåâûå ïîïðàâêè

ïðè ïîìîùè óðàâíåíèÿ Äàéñîíà-Øâèíãåðà.

Îäíèì èç âîïðîñîâ, ðàññìîòðåííûì â õîäå äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, áûëî èçó-
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÷åíèå ñòàáèëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà ïðè ó÷åòå êâàíòîâûõ ôëóêòóàöèé. Íà

äàííûé âîïðîñ îáû÷íî îòâå÷àþò ïîëîæèòåëüíî, ïîòîìó ÷òî ðàññìàòðèâàþò âàêó-

óìíûå ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûå óâàæàþò ãðóïïó èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà,

è â ãàóññîâîì ïðèáëèæåíèè. Íî ëþáîå âîçìóùåíèå íàä äàííûì âàêóóìîì ñðàçó

æå íàðóøàåò ãðóïïó èçîìåòðèé, è âîïðîñ î ñòàáèëüíîñòè ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà

îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Â äèññåðòàöèè áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îòâåò íà äàííûé âîïðîñ çà-

âèñèò îò íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ. Åñëè ïîñëåäíåå ìàëî, òî ñèñòåìà ïåðåéäåò â íîâîå

ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå, ïîõîæåå íà òåðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå íàä àóò-âàêóóìîì,

íî óâàæàþùåå ãðóïïó èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà. Åñëè æå âîçìóùåíèå

íå ìàëî, òî â íåêîòîðûé ìîìåíò çàñåëåííîñòü óðîâíåé ñòàíåò ñèíãóëÿðíîé, ÷òî ïðè-

âåäåò ê ðàñõîäèìîñòè â òåíçîðå ýíåðãèè-èìïóëüñà. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ãðóïïà

èçîìåòðèé ïðîñòðàíñòâà äå-Ñèòòåðà íå âîññòàíàâëèâàåòñÿ. Òàêæå âîçíèêàåò âîïðîñ

ó÷¼òà îòêëèêà ãðàâèòàöèè íà äàííîå âîçìóùåíèå, îòâåò íà êîòîðûé ìîæåò ïðîëèòü

ñâåò íà ïðîáëåìó êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé.

Äðóãèì âîïðîñîì, êîòîðûì ìû èíòåðåñîâàëèñü, áûëî èçó÷åíèå ïåòëåâûõ ïî-

ïðàâîê ê ýôôåêòó Øâèíãåðà. Îáû÷íî äàííûé ýôôåêò ðàññìàòðèâàåòñÿ â ãàóññî-

âîì ïðèáëèæåíèè. Âû÷èñëåíèå Øâèíãåðà ÿâíî ïîêàçûâàåò, ÷òî ìîæåò ïðîèñõîäèòü

ðîæäåíèå ýëåêòðî-ïîçèòðîííûõ ïàð â ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, íî òîê, êî-

òîðûé âîçíèêàåò â ðåçóëüòàòå äàííîãî ïðîöåññà, îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, ÷òî

ìîæåò ïîêàçàòüñÿ ïàðàäîêñàëüíûì. Îäíàêî ïðè ó÷åòå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê, áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî âîçíèêàåò èíôðàêðàñíàÿ ðàñõîäèìîñòü è ñåêóëÿðíûé ðîñò, êîòîðûé

ìîæåò ðàçðåøèòü äàííûé âîïðîñ. Ê ïðèìåðó, ïåòëåâûå âêëàäû â òîê òåïåðü îêà-

çûâàþòñÿ íå ðàâíûìè íóëþ.

È ïîñëåäíèì âîïðîñîì, êîòîðûé ðàññìàòðèâàëñÿ â õîäå äèññåðòàöèîííîé ðàáî-

òû, áûëî èçó÷åíèå ïåòëåâûõ ïîïðàâîê ê èçëó÷åíèþ Õîêèíãà. Îáû÷íî â êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïåòëåâûå ïîïðàâêè ïîäàâëåíû. Â äèññåðòàöèîííîé ðà-

áîòå, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè ìàññèâíîé òåîðèè íà ôîíå ãðàâèòàöèîí-

íîãî êîëëàïñà íà äðåâåñíîì óðîâíå âîçíèêàåò òåðìàëüíûì ïîòîê, ñ òåìïåðàòóðîé

T = 1
4πrg

. Îäíàêî ïðè ó÷åòå âçàèìîäåéñòâèÿ îïÿòü âîçíèêàþò ñåêóëÿðíî ðàñòóùèå

âêëàäû, êîòîðûå äåôîðìèðóþò äðåâåñíûé îòâåò. Îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î ñóì-

ìèðîâàíèè ëèäèðóþùèõ èíôðàêðàñíûõ âêëàäîâ, îòâåò íà êîòîðûé ìîæåò ïðîëèòü

ñâåò íà êâàíòîâóþ ôèçèêó ÷åðíûõ äûð.
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Áëàãîäàðíîñòè

ß õîòåë áû îñîáî ïîáëàãîäàðèòü ìîåãî íàó÷íîãî ðóêîâîäèòåëÿ Àõìåäîâà Ýìèëÿ

Òîôèê îãëû, êîòîðûé ïîìîãàë ìíå ñäåëàòü ïåðâûå øàãè â èññëåäîâàíèè êâàíòîâîé

òåîðèè ïîëÿ, çà ïîñòàíîâêó èíòåðåñíûõ çàäà÷ è ðàçúÿñíåíèÿ íàó÷íûõ âîïðîñîâ. ß

î÷åíü ïðèçíàòåëåí åìó çà ïîìîùü, ïîääåðæêó è âíèìàíèå ê ìîåé ðàáîòå.

ß âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü ñâîèì ñîàâòîðàì ïî ñîâìåñòíûì ðàáîòàì Ãîðñêîãî

À.Ñ, Ãîäàçãàðà Õ., Ñëåïóõèíà Â.Ì., Êàëèíîâà Ä.À., Ïàâëåíêî Ê.Å., Àñòðàõàíöåâà

Í.Þ., à òàêæå ïðèçíàòåëüíîñòü çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ íàó÷íûõ âîïðîñîâ Ëîñÿ-

êîâó Â.Â., Ìàðøàêîâó À.Â., Ëîñåâó À.Ñ., Ìîðîçîâó À.Þ., Ìèðîíîâó À.Ä., Îëüùà-

íåöêîìó Ì.À., Íîâèêîâó Â.À., Âàñèëüåâó Ä., Àïåíêî Ñ.Ì., Àðñååâó Ï.È., Ãîðáóíîâó

Ä.Ñ., Êàí÷åëè Î., Äèåñïåðîâó Â.Í., Ãîäàçãàðó Ì., Ìóñàåâó Ý.Ò.. Êðîìå òîãî, ÿ âû-

ðàæàþ ïðèçíàòåëüíîñòü ìîèì îäíîêóðñíèêàì è ó÷àñòíèêàì íàó÷íûõ ñåìèíàðîâ â
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Ìîðîçîâó Àíä., Ñîïåíêî Í., Àâäîøêèíó À., Ìèë¼õèíó À., Êîíîíîâó ß., Àíòîíåíêî

Ä., Ïîáîéêî È., Ãëàäêèõ À., Ñîí Ë., Ñòåðëèêîâîé Í. è Õèñàìååâîé À. çà ìíî-

ãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ è ïîëåçíûå çàìå÷àíèÿ ïî òåìå äèññåðòàöèè. Òàêæå ìíå

õîòåëîñü áû ïîáëàãîäàðèòü Ñóñëîâó Åëåíó çà ïîìîùü íà ïðîòÿæåíèè ìîåé ðàáîòû.

Íàêîíåö, ÿ õîòåë áû ïîáëàãîäàðèòü ìîèõ ðîäèòåëåé, Åìåëüÿíîâó Âåðó Ôàëàëå-

åâíó è Ïîïîâà Êàëèíó Ôåäîðîâè÷à, ìîþ áàáóøêó, Åìåëüÿíîâó Ëþáîâü Èëüèíè÷íó,

ìîåãî äåäóøêó, Åìåëüÿíîâà Ôàëàëåÿ Ïàâëîâè÷à, çà òî, ÷òî îíè ñ ñàìîãî äåòñòâà

ïðèâèâàëè êî ìíå ëþáîâü ê ìàòåìàòèêå è ôèçèêå. Òàêæå ìíå õîòåëîñü áû âûðàçèòü

èñêðåííþþ ïðèçíàòåëüíîñòü ìîèì øêîëüíûì ó÷èòåëÿì ïî ôèçèêå è ìàòåìàòèêå,

Ïîëÿíñêîìó Ñ.Å., Êîðçíÿêîâó À.À. è Áóðøòåéí À.Ì..
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