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Введение
Теории поля возникающие на пространстве плоских связностей являются одним из наибо-

лее динамически развивающихся разделов математической физики. Связность называется плос-

кой, если оператор параллельного переноса (голономия данной связности) сохраняется при глад-

ких деформациях контура. В диссертации будут изучены примеры полевых теорий, возникаю-

щих на пространстве плоских связностей.

В разделе 1 будет построено полевое обобщение задачи изомонодромных деформаций на

расслоении бесконечного ранга, связанного с алгеброй некоммутативного тора. Будут изучены

всевозможные вырождения полученных полевых уравнений и показана связь с интегрируемыми

теориями поля. Раздел 2 будет посвящён явному вычислению наблюдаемых в квантовой теории

Черна-Саймонса и проверке гипотезы об их связи с наблюдаемыми в топологической теории

струн.

Полевые обобщения задачи изомонодромных деформаций

В классической теории поля пространство плоских связностей возникает при изучении

инстантонных решений уравнения самодуальности в калибровочно инвариантной теории Янга-

Миллса [1]. Метод обратной задачи рассеяния [2–4] позволяет получать законы сохранения для

классических полевых уравнений, которые могут быть представлены в форме уравнения нулевой

кривизны. Важный класс таких уравнений может быть получен с помощью полевых обобщений

интегрируемых систем Хитчина [5]. Системы Хитчина возникают в результате гамильтоновой

редукции на расслоениях Хиггса. Для получения соответствующих полевых обобщений необ-

ходимо координатам на фазовом пространстве интегрируемой системы придать смысл полевых

переменных. Иными словами, перейти к случаю расслоений бесконечного ранга. Первым при-

мером такого обобщения стала теория поля Тоды [6], позднее полевые обобщения были предло-

жены для систем Калоджеро-Мозера (в качестве подробного современного обзора см. [7]).

С другой стороны, интегрируемые иерархии также возникают в контексте задачи изомо-

нодромных деформаций [8, 9]. В работах [10, 11] было предложено неавтономное обобщение

конструкции Хитчина для расслоений конечного ранга. А именно, был предложен общий под-

ход к построению гамильтоновых потоков, соответствующих деформациям модулей комплекс-

ных структур на римановых поверхностях. Соответствующие гамильтоновы потоки называются

иерархиями изомонодромных деформаций. В данной конструкции интегрируемые иерархии ти-

па Хитчина возникают как специальный предел более общих иерархий изомонодромных дефор-

маций. Неавтономные гамильтоновы потоки возникают в результате гамильтоновой редукции

на расслоении с плоской связностью относительно действия калибровочной группы. Основной

целью Главы 1 является изучение неавтономных обобщений систем Хитчина для расслоений

бесконечного ранга и их предельных вырождений.

Топологические теории поля

Пространство плоских связностей тесно связано с топологическими теориями поля. Пред-

положим, что классические уравнения некоторой калибровочной теории поля гарантируют, что

калибровочная связность является плоской. Как следствие, классическая калибровочно инва-
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риантная петля Вильсона (голономия связности вдоль замкнутого контура) более не зависит

от точной формы контура, а определяется лишь его гомотопическим классом. То есть в та-

ких калибровочных теориях поля отсутствует плотность классической петли Вильсона (тензор

кривизны). Оказывается, в целом классе калибровочных теорий инвариантность петли Виль-

сона относительно гладких деформаций сохраняется и при переходе к квантовому случаю. Точ-

нее, инвариантным относительно гладких деформаций является среднее от калибровочной петли

Вильсона [12–14]. Описанные калибровочные квантовые теории поля называются топологиче-

скими теориями поля и являются существенно непертурбативными. Большой интерес к тополо-

гическим теориям поля обусловлен тем, что они являются примером квантовой теории поля с

общей ковариантностью. В разделе 0.3 мы определим наиболее известный пример такой теории

- квантовую теорию Черна-Саймонса на 𝑆3.

Главу 2 мы посвятим явному вычислению наблюдаемых в квантовой теории Черна-

Саймонса и проверке гипотезы об их связи с наблюдаемыми в топологической теорией струн.

Следующие работы автора имеют наиболее близкое отношение к диссертации: [15–19]. Из

них 4 опубликованы в журналах входящих в перечень ВАК.

Структура диссертации
Во введении будут даны необходимые определения и приведён литературный обзор. В

частности, в разделе 0.1 мы определим расслоение с плоской связностью и сформулируем зада-

чу изомонодромных деформаций. В разделе 0.2 мы рассмотрим гамильтонов подход к простей-

шей задаче изомонодромных деформаций и продемонстрируем связь с уравнениями Пенлеве.

В разделе 0.3 мы определим топологическую квантовую теорию поля на 𝑆3 — теорию Черна-

Саймонса и опишем пространство наблюдаемых. В разделе 0.4 мы опишем дуальность между

теорией Черна-Саймонса в пределе большого числа цветов и топологической теорией струн,

определим статистическую сумму Оогури-Вафы.

Глава 1 посвящена построению полевых обобщений задачи изомонодромных деформаций

и изучению многочисленных пределов полученной иерархии изомонодромных деформаций.

В частности, в разделе 1.1, следуя совместной работе автора диссертации с Г.А.Аминовым,

А.М.Левиным, М.А.Ольшанецким и А.В.Зотовым [17], будет изложен общий подход к задаче

изомонодромных деформаций на торе с отмеченными точками с точки зрения иерархий изомон-

дромных деформаций.

Далее, в разделе 1.2 будут выполнены явные построения для случая расслоений, связанных

с алгеброй некоммутативного тора — некоммутативного обобщения алгебры гладких функций на

торе над тором с одной отмеченной точкой. Будут предъявлены явные формулы для гамильто-

ниана и пары Лакса данной задачи. Полученные таким образом теории поля в размерности 2+1

являются нелокальными и неавтономными. В связи с этим, представляет особый интерес изу-

чение их всевозможных вырождений. В частности, пределов в интегрируемые теории поля и

пределов соответствующих вырождению эллиптической кривой. Данным вопросам будет посвя-

щена оставшаяся часть главы 1.
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В разделе 1.3, следуя совместным работам автора диссертации с Г.А.Аминовым [16, 19],

будет изложен метод вырождения линейных задач для уравнения изомонодромных деформаций

для расслоений конечного ранга над комплексным тором с отмеченными точками. Будет изучен

тригонометрический предел, соответствующий устремлению одного из периодов тора к беско-

нечности, и т.н. скейлинговый предел, являющийся аналогом предела Иноземцева [20]. Будет

показано, что вырождение уравнения Пенлеве VI в уравнения Пенлеве III и Пенлеве V может

быть сформулировано явно не только в терминах самого уравнения и гамильтониана, но и в

терминах соответствующей линейной задачи.

Далее, в разделе 1.4 будут изучены вырождения построенной нелокальной неавтономной

теории поля в размерности 2+1. Будут изучены тригонометрический и рациональный пределы,

а также скейлинговый предел. Особое внимание будет уделено так называемому бездисперси-

онному пределу, в данном пределе алгебра некоммутативного тора переходит в коммутативную

алгебру гладких функций на торе, наделённую симплектической структурой. Соответствующие

уравнения движения становятся локальными в результате последовательного применения без-

дисперсионного и тригонометрического пределов.

Глава 2 посвящена вычислению наблюдаемых в топологической квантовой теории Черна-

Саймонса и получению рекуррентных соотношений на данные наблюдаемые, т.н. квантовых

спектральных кривых зацеплений. В частности, результатом данных вычислений является непо-

средственная проверка гипотезы М.Аганаджич, Т.Экхольм, Л.Нг и К.Вафы для квазиклассиче-

ского предела спектральных кривых зацеплений из топологической теории струн.

В разделе 2.1 мы определим квантовые спектральные кривые зацеплений, их связь с рекур-

рентными соотношениями на наблюдаемые в квантовой теории Черна-Саймонса — т.н. цветные

полиномы ХОМФЛИ. Кроме того, мы опишем гипотезу о связи наблюдаемых в топологической

теории струн — статистических сумм Оогури-Вафы с наблюдаемыми в теории Черна-Саймонса.

В разделе 2.1.3 мы опишем метод вычисления цветных полиномов ХОМФЛИ на основе

процедуры каблирования [21–24], использованный для получения явных формул цветных по-

линомов ХОМФЛИ числа нитей в толстой косе не превышающего 12. С помощью методов,

предложенных в совместной работе автора с А.Д.Мироновым и А.Ю.Морозовым [18], на основе

данных ответов будет получена общая формула для цветных полиномов ХОМФЛИ зацеплений

Уайтхэда и кольца Борромео для произвольных симметрических представлений соответству-

ющих каждой из компонент. Данные формулы будут представлены в форме обрывающегося

𝑞-гипергеометрического ряда.

Получение общих формул в виде 𝑞-гипергеометрического ряда позволяет вычислять ли-

нейные рекуррентные соотношения, связывающие между собой цветные полиномы ХОМФЛИ

соответствующие разным симметрическим представлениям каждой из компонент. В разделе 2.3

мы покажем способ вычисления полного набора данных рекуррентных соотношений и произве-

дём явные вычисления. В подразделах 2.3.2 и 2.3.3 сформулирован основной результат главы 2 —

явное вычисление квантовых спектральных кривых для зацеплений Уайтхэда и кольца Борромео.
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В разделе 2.4 произведено вычисление квазиклассического предела квантовых спектраль-

ных кривых зацеплений Уайтхэда и кольца Борромео. Данный классический предел согласуется

с предсказаниями [25] и, таким образом, представляет собой нетривиальную проверку обобщён-

ной объёмной гипотезы.
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0.1 Расслоения с плоской связностью, задача изомонодромных деформаций
Кратко изложим основные определения, необходимые нам в дальнейшем. В качестве по-

дробного обзора см. [26]. Пусть 𝑀 — многообразие. Рассмотрим 𝑛-мерное векторное расслоение

𝑋 → 𝑀 . Обозначим за Γ пространство гладких сечений. Связностью на расслоении 𝑋 называ-

ется отображение

∇ : Γ(𝑋) → Γ(𝑇 *𝑀),

удовлетворяющее тождеству Лейбница

∀𝑠 ∈ Γ(𝑋), 𝑓 ∈ 𝐶∞(𝑀) : ∇(𝑠𝑓) = (∇𝑠)𝑓 + 𝑠⊗ d𝑓.

При выборе базиса локальных сечений 𝑠(𝑖)1 , . . . ,𝑠
(𝑖)
𝑛 на карте 𝑈𝑖 ⊂ 𝑀 связность приобретает вид

матричнозначной 1-формы

∇
(︁
𝑠
(𝑖)
𝑗

)︁
= −

∑︁
𝑘,𝑚

(︀
𝐴(𝑖)

𝑚

)︀𝑘
𝑗
𝑠
(𝑖)
𝑘 ⊗ d𝑥𝑚.

Здесь мы обобзначили за (𝑖) индекс соответствующий карте 𝑈𝑖, далее мы будем опускать данный

индекс вместе с индексами 𝑗,𝑘, соответствующими компонентам матрицы.

Связность на 𝑋 позволяет определить оператор параллельного переноса (голономию дан-

ной связности). Пусть 𝛾 : [0,1] → 𝑀 — некоторый контур, обозначим его за 𝛾(𝜆), 0 < 𝜆 6 1

соответствующую часть данного контура 𝛾(𝜆) : [0,1] → 𝑀, 𝛾(𝜆)(𝑡) = 𝛾(𝑡/𝜆). Тогда под опе-

ратором параллельного переноса 𝑊 (𝛾) : 𝑋𝛾(0) → 𝑋𝛾(1) вдоль некоторого контура 𝛾 мы будем

понимать решение следующего уравнения

𝜕𝑊 (𝛾(𝜆))

𝜕𝜆
= 𝐴𝑊 (𝛾(𝜆)),

𝑊 (𝑝𝑡) = Id,

𝑊 (𝛾)𝑊 (𝛾−1) = Id,

∀𝛾,𝛾′ 𝑊 (𝛾 ⋆ 𝛾′) = 𝑊 (𝛾′)𝑊 (𝛾).

где под ⋆ мы подразумеваем композицию контуров, 𝛾−1(𝑡) ≡ 𝛾(1 − 𝑡) — контур пройденный в

обратном направлении.

Калибровочными преобразованиями таких расслоений являются расслоения гомоморфиз-

мов 𝐻𝑜𝑚(𝑋,𝑋). Действительно, пусть 𝑔 ∈ 𝐻𝑜𝑚(𝑋,𝑋), тогда для любого контура 𝛾 имеет место

следующее преобразование операторов переноса:

𝑊 (𝛾) → 𝑔(𝛾(1))𝑊 (𝛾) (𝑔(𝛾(0)))−1 . (1)
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Специальный тип связности определяет оператор переноса, инвариантный относительно

гладких деформаций контура 𝛾. В терминах матричнозначной 1-формы данное условие эквива-

лентно требованию

𝐹 = d𝐴− 𝐴 ∧ 𝐴 = 0. (2)

Левая часть уравнения (2) называется 2-формой кривизны связности 𝐴, соответственно само

уравнение (2) называется уравнением нулевой кривизны. Связность, удовлетворяющая уравне-

нию нулевой кривизны, называется плоской.

Пространство модулей плоских связностей имеет наглядную геометрическую интерпрета-

цию, а именно, оно совпадает с пространством модулей 𝑛-мерных представлений фундаменталь-

ной группы 𝜋1(𝑀) многообразия 𝑀 . Действительно, выберем отмеченную точку 𝑝 ∈ 𝑀 , пусть

фундаментальная группа 𝑀 генерируется замкнутыми контурами 𝛾1, . . . ,𝛾𝑙, начинающимися и

заканчивающимися в 𝑝. Далее рассмотрим 𝑊𝐴(𝛾1), . . . ,𝑊𝐴(𝛾𝑙) ∈ End𝑋𝑝 — голономии плоской

связности 𝐴. Данные операторы удовлетворяют всем соотношениям фундаментальной группы,

таким образом, 𝑊𝐴 задаёт представление 𝜋1. С другой стороны, пусть 𝐴′ задаёт эквивалентное

представление, несложно показать, что для 𝑔 (𝑥 ≡ 𝛾(1)) = 𝑊𝐴′(𝛾) (𝑊𝐴(𝛾))−1 ∈ Hom(X,X) не

зависит от выбора 𝛾 (при условии 𝛾(0) = 𝑝, 𝛾(1) = 𝑥) и задаёт калибровочное преобразование

между 𝐴 и 𝐴′ в виде (1).

Операторы 𝑀1 ≡ 𝑊𝐴(𝛾1), . . . ,𝑀𝑙 ≡ 𝑊𝐴(𝛾𝑙) ∈ End𝑋𝑝 называются монодромией плоской

связности 𝐴. Из предыдущих рассуждений следует, что их допустимые классы сопряжённости

(т.е. удовлетворяющие соотношениям в 𝜋1(𝑀)) находятся во взаимно однозначном соответствии

с классами эквивалентности плоских связностей на 𝑋 . Задачей изомонодромных деформаций

называется одновременная гладкая деформация 𝑋 и связности 𝐴 сохраняющая 𝑀1, . . . ,𝑀𝑛.

Первый явный пример такой системы был предложен Л.Шлезингером, в работе [27] бы-

ло рассмотрено комплексное проективное пространство CP1 с конечным числом проколов. На

данном пространстве была определена система обыкновенных дифференциальных уравнений

dΨ(𝑧)

d𝑧
=
∑︁
𝑖

𝑆𝑖(x)

𝑧 − 𝑥𝑖
Ψ(𝑧), (3)

где 𝑆𝑖(x) — некоторые постоянные по 𝑧 матрицы. Условие сохранения монодромии линейной

системы (3) при изменении положения проколов эквивалентно следующей системе уравнений в

частных производных на матрицы 𝑆𝑖(x) :

𝜕𝑆𝑖

𝜕𝑥𝑗
=

[𝑆𝑖,𝑆𝑗]

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
, 𝑖 ̸= 𝑗,

𝜕𝑆𝑖

𝜕𝑥𝑖
= −

∑︁
𝑗 ̸=𝑖

[𝑆𝑖,𝑆𝑗]

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
. (4)
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0.2 Гамильтонов подход к уравнениям Пенлеве
В случае четырёх проколов и матриц 2 × 2, система (4) эквивалентна т.н. уравнению Пен-

леве VI [28] (см. также Приложение А). Роль независимой переменной в данном подходе играет

координата на пространстве модулей комплексных структур на CP1∖{𝑥1,𝑥2,𝑥3,𝑥4}. В данном раз-

деле мы разберём подход к задаче изомонодромных деформаций с точки зрения неавтономных

гамильтоновых систем.

Гамильтонов подход к уравнениям Пенлеве изучался в работах К.Окамото [29–32], постро-

енные гамильтонианы имели нетривиальную зависимость от импульса. В работе [33] уравнение

Пенлеве VI было представлено в эллиптической форме (см. также [34, 35])

d2𝑢

d𝜏 2
= −2

3∑︁
𝛼=0

𝜈2𝛼𝐸
′
2 (𝑢+ 𝜔𝛼,𝜏) , (5)

где 𝜔𝛼 =
{︀

0,1
2
, 𝜏
2
,1+𝜏

2

}︀
— соответствующие полупериоды эллиптической кривой, а 𝐸2(𝑧) — вто-

рая функция Эйзенштейна (В.3) (см. Приложение В). В данной форме уравнение Пенлеве VI

является уравнением движения частицы в нестационарном потенциале, соответствующий неав-

тономный гамильтониан и скобка Пуассона имеют вид

𝐻VI =𝑣2 −
3∑︁

𝛼=0

𝜈2𝛼𝐸2 (𝑢+ 𝜔𝛼) (6)

{𝑣,𝑢} = 1.

Для вычисления предела Иноземцева нам так-же понадобится следующая эквивалентная форма

гамильтониана:

𝐻VI ∼= 𝐻VI − 𝐹 (𝑧) = 𝑣2 −
3∑︁

𝛼=0

𝜈2𝛼 (𝐸2 (𝑢+ 𝜔𝛼) − 𝐸2 (𝑧 + 𝜔𝛼)) . (7)

Различия между гамильтонианами (6) и (7) заключаются в сдвиге на функцию, не зависящую от

динамических переменных.

В работе [9] М.А.Ольшанецкий и А.М.Левин показали, что пара Лакса интегрируемой эл-

липтической системы Калоджеро порождает линейную задачу изомонодромных деформаций на

торе. В том числе было доказано, что частный случай уравнения Пенлеве VI (соответствующий

специальному выбору постоянных параметров уравнения) может быть получен данным обра-

зом. Обобщение на случай произвольных параметров уравнения Пенлеве VI было построено

А.В.Зотовым в работе [36]. Рассмотрим эллиптическую кривую с четырьмя отмеченными точка-

ми в полупериодах, варьируя параметр эллиптической кривой с одновременным перемещением

двух отмеченных точек так, что они остаются в полупериодах (см. Рис. 1).
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𝑝

1
2

1+𝜏
2

𝜏
2

0

𝜏

1

1 + 𝜏

𝑀0 𝑀1

𝑀2 𝑀3

Рисунок 1 — Задача изомонодромных деформаций на эллиптической кривой с четырьмя

проколами и одной отмеченной точкой.

Тогда уравнение Пенлеве VI может быть представлено в форме уравнения нулевой кривиз-

ны

𝜕𝜏𝐿
VI − 1

2𝜋i
𝜕𝑧𝑀

VI =
[︀
𝐿VI,𝑀VI

]︀
. (8)

для матриц

𝐿VI =

(︃
𝑣 0

0 −𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

𝐿VI
𝛼 , 𝐿VI

𝛼 =

(︃
0 𝜈𝛼𝜙𝛼 (𝑢+ 𝜔𝛼,𝑧)

𝜈𝛼𝜙𝛼 (−𝑢+ 𝜔𝛼,𝑧) 0

)︃
, (9a)

𝑀VI =
3∑︁

𝛼=0

𝑀V𝐼
𝛼 , 𝑀V𝐼

𝛼 =

(︃
0 𝜈𝛼𝑓𝛼 (𝑢+ 𝜔𝛼,𝑧)

𝜈𝛼𝑓𝛼 (−𝑢+ 𝜔𝛼,𝑧) 0

)︃
, (9b)

где функции 𝜙𝛼, 𝑓𝛼 [37] определяются как (см. Приложение В):

𝜙𝛼 (𝑢+ 𝜔𝛽,𝑧) = e (𝑧𝜕𝜏𝜔𝛼)𝜑 (𝑢+ 𝜔𝛽,𝑧) ,

𝑓𝛼 (𝑢+ 𝜔𝛽,𝑧) = e (𝑧𝜕𝜏𝜔𝛼) 𝜕𝑤𝜑 (𝑤,𝑧) |𝑤=𝑢+𝜔𝛽
,

𝜑(𝑢,𝑧) =
𝜃11(𝑢+ 𝑧)𝜃′11(0)

𝜃11(𝑢)𝜃11(𝑧)
.

В таком подходе неавтономное гамильтоново уравнение (5) является обобщением автоном-

ной гамильтоновой системы Калоджеро-Иноземцева

d2𝑢

d𝑡2
= −2

3∑︁
𝛼=0

𝜈2𝛼𝐸
′
2 (𝑢+ 𝜔𝛼,𝜏) . (10)
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Аналог теоремы Лиувилля для неавтономных гамильтоновых систем требует рассмотрения

расширенного фазового пространства с симплектической формой Пуанкаре-Картана

𝛿𝑣 ∧ 𝛿𝑢− 1

𝜅
𝛿𝐻 ∧ 𝛿𝑡.

где мы ввели параметр 𝜅 в определение 𝐻 таким образом, что 𝜅 → 0 соответствует переходу в

автономные системы.

0.3 Топологические квантовые теории поля
Квантовая теория поля на многообразии 𝑀 называется топологической, если наблюдае-

мые данной теориии не зависят от гладких диффеоморфизмов данного многообразия. Иными

словами, группа симметрий данной теории включает в себя группу общековариантных преобра-

зований.

Первый пример топологической квантовой теории поля был предложен А.С.Шварцем, ко-

торый в классической работе [12] рассмотрел функционал действия

𝑆𝑎𝑏𝑒𝑙𝑖𝑎𝑛 = exp(iℒ𝑎𝑏𝑒𝑙𝑖𝑎𝑛), ℒ𝑎𝑏𝑒𝑙𝑖𝑎𝑛 =

∫︁
𝑀

𝐴 ∧ 𝑑𝐴, (11)

где интегрирование производится по компактному трёхмерному многообразию 𝑀 , а роль по-

левой переменной играет 1-форма на 𝑀 . Метрика на многообразии 𝑀 не входит в (11), таким

образом, следовало бы ожидать инвариантность наблюдаемых данной теории относительно глад-

ких деформаций многообразия 𝑀 .

Поле 1-формы 𝐴 в (11) можно интерпретировать как 1-форму связности на 𝑈(1)-

расслоении над 𝑀 . Обобщение (11) на случай связности на 𝑆𝑈(𝑁)-расслоении называется

функционалом Черна-Саймонса:

𝑆 = exp(iℒ), ℒ =
𝑘

4𝜋

∫︁
𝑀

Tr

(︂
𝐴 ∧ d𝐴+

2

3
𝐴 ∧ 𝐴 ∧ 𝐴

)︂
. (12)

Данный функционал инвариантен относительно калибровочных преобразований

𝐴𝑖 → 𝐴𝑖 −𝐷𝑖𝜖, 𝐷𝑖𝜖 = 𝜕𝑖𝜖+ [𝐴𝑖,𝜖].

Классические уравнения движения теории Черна-Саймонса имеют вид уравнения нулевой кри-

визны

𝐹𝑖,𝑗 = [𝐷𝑖,𝐷𝑗] = 𝜕𝑖𝐴𝑗 − 𝜕𝑗𝐴𝑖 + [𝐴𝑖,𝐴𝑗] = 0. (13)
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Соответственно, калибровочно инвариантная петля Вильсона 𝑊𝑅(𝛾) (голономия связности в

комплексном представлении 𝑅 группы 𝑆𝑈(𝑁) вдоль замкнутого контура 𝛾)

𝑊𝑅(𝛾) = Tr𝑅 Pexp
∫︁
𝛾

𝐴𝑖d𝑥
𝑖

на классических уравнениях движения (13) является инвариантной относительно гладких де-

формаций контура 𝛾.

Следуя [14], определим пространство наблюдаемых в квантовой теории поля с действи-

ем (12). Пусть 𝛾1, . . . ,𝛾𝑟 — замкнутые контуры на 𝑀 которые являются попарно непересека-

ющимися. Далее выберем 𝑅1, . . . ,𝑅𝑟 — набор диаграмм Юнга, параметризующих комплексные

представления 𝑆𝑈(𝑁). Определим

ℋ𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

=

∫︁
𝒟𝐴 exp (iℒ)

𝑟∏︁
𝑖=1

𝑊𝑅𝑖
(𝛾𝑖). (14)

Обобщение утверждения об общей ковариантности классической теории на общую ковариант-

ность наблюдаемых (14) в соответствующей квантовой теории на первый взгляд выглядит наив-

ным, действительно выбор калибровки явно нарушает топологическую инвариантность. Отсут-

ствие квантовых аномалий в абелевом случае (11) является основным результатом работ [12,13].

В работе [14] было показано, что в неабелевом случае для 𝑀 = R3 в разложении в пределе сла-

бой связи 𝑘 → ∞ наблюдаемые (14) действительно являются топологическими инвариантами

(после надлежащего выбора фрейминга).

Более того, зависимость наблюдаемых от константы связи теории Черна-Саймонса обла-

дает следующим свойством: ℋ𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

являются полиномами в терминах переменной

𝑞 = e
2𝜋i

𝑘+𝑁 .

Поскольку наблюдаемые в квантовой теории Черна-Саймонса являются топологическими

инвариантами, данный подход позволяет строить инварианты зацеплений с помощью квантовой

теории поля. Одним из результатов фундаментальных работ [13, 14] является доказательство

того факта, что при 𝑁 = 2 и 𝑅1 = · · · = 𝑅𝑟 = � наблюдаемые ℋ𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

переходят в полиномы

Джонса зацеплений. Данное наблюдение предложило эффективный метод явного вычисления

наблюдаемых в квантовой теории Черна-Саймонса.

Зависимость от ранга 𝑁 калибровочной группы 𝑆𝑈(𝑁) тоже может быть параметризо-

вана с использованием переменной 𝑎 = 𝑞𝑁 . Оказывается, что ℋ𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

является рациональной

функцией от переменных 𝑎 и 𝑞. Рассмотрим пример простейшего нетривиального узла.
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Пример 0.1 (Трефойл 𝒦 = 31).

Ранг ℋ31
�

𝑁 = 2 (𝑞 + 𝑞−1)(𝑞2 + 𝑞6 − 𝑞8)

𝑁 = 3 (𝑞2 + 1 + 𝑞−2)(𝑞4 + 𝑞8 − 𝑞12)

𝑁 = 4 (𝑞−3 + 𝑞−1 + 𝑞 + 𝑞2)(𝑞6 + 𝑞10 − 𝑞16)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ ℋ31
� =

𝑎− 𝑎−1

𝑞 − 𝑞−1
(𝑎2𝑞−2 + 𝑎2𝑞2 − 𝑎4)

Для случая однокомпонентных зацеплений наблюдаемые ℋ𝛾
𝑅 в терминах переменных 𝑎 и

𝑞 становятся полиномами Лорана при делении на соответствующую величину для неузла ℋ○
𝑅 .

Отношение ℋ𝛾
𝑅/ℋ

○
𝑅 называется приведённым цветным полиномом Хомфли узла. Пусть, для про-

извольного зацепления

𝐻𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

=
ℋ𝛾1,...,𝛾𝑟

𝑅1,...,𝑅𝑟∏︀𝑟
𝑖=1ℋ

○
𝑅𝑖

. (15)

В соответствии с устоявшейся терминологией, мы называем величину 𝐻𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

приведённым

цветным полиномом Хомфли зацепления, тогда как ℋ𝛾1,...,𝛾𝑟
𝑅1,...,𝑅𝑟

— неприведённым цветным поли-

номом Хомфли зацепления, несмотря на то, что в общем случае данные величины являются

рациональными функциями от 𝑎 и 𝑞, а не полиномами Лорана.

0.4 Статистическая сумма Оогури-Вафы и квантовые спектральные

кривые зацеплений
Впервые идея о связи калибровочных теорий в пределе большого числа цветов 𝑁 → ∞1

c теорией струн была предложена ’т Хофтом в классической работе [38]. Явный пример такого

соответствия был построен М.Концевичем [39] связавшим предел𝑁 → ∞ матричного интеграла

с кубическим взаимодействием c топологической теорией струн. Позднее, в работах [40–42]

было показано, что определённые калибровочные теории в пределе ’т Хофта дуальны теории

струн на антидэситтеровом фоне.

В главе 2 мы изучим пример дуальности построенный в работе [43]. Данная дуальность

связывает между собой предел большого числа цветов калибровочной теории Черна-Саймонса

на 𝑆3 и топологическую теорию струн на некомпактном трёхмерном многообразии Калаби-Яу

(полученным с помощью раздутия 𝑂(−1) × 𝑂(−1) расслоения над P1). В работе [44] Х.Оогури

и К.Вафа предложили подход к проверке данной гипотезы с помощью явных вычислений на-

блюдаемых в обеих теориях.

1Под пределом большого числа цветов мы всюду подразумеваем предел 𝑁 → ∞ с одновременным скейлингом
константы связи калибровочной теории 𝑔 → 0 таким образом, что 𝑔2𝑁 = const. Данную константу также называют
константой связи ’т Хофта.
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1 Полевые обобщения иерархии изомонодромных деформаций

1.1 Общая конструкция полевых обобщений задачи изомонодромных

деформаций
Обозначим за T𝑛 = T∖{𝑥1, . . . ,𝑥𝑛} тор с 𝑛 отмеченными точками. В данном разделе мы

опишем получение полевых обобщений задачи изомонодромных деформаций с помощью сим-

плектрической редукции пространства модулей связности на расслоении над T𝑛 с параболиче-

ской структурой.

В подразделе 1.1.1 мы опишем пространство модулей голоморфных расслоений над T𝑛

и группу соответствующих калибровочных преобразований. Для конструкции полевых обобще-

ний задачи изомонодромных деформаций нам понадобится ограничить группу калибровочных

преобразований, а именно, мы рассмотрим калибровочные преобразования сохраняющие т.н.

квазипараболическую структуру в отмеченных точках. В подразделе 1.1.2 мы приведём необхо-

димые определения квазипараболической структуры в отмеченных точках, после чего в подраз-

деле 1.1.4 мы опишем процедуру симплектической редукции позволяющую получить полевые

обобщения задачи изомонодромных деформаций.

1.1.1 Пространство модулей плоских связностей
Рассмотрим гладкое векторное расслоение со связностью над T𝑛 со структурной группой

Ли 𝐺, соответствующую алгебру Ли будем обозначать за g. Пусть на торе задана комплексная

структура1, для наших целей будет удобно использовать локальные координаты 𝑧 и 𝑧. Тогда

связность на данном расслоении имеет две компоненты:

∇ = (𝜕𝑧 + 𝐴𝑧) ⊗ 𝑑𝑧 + (𝜕𝑧 + 𝐴𝑧) ⊗ 𝑑𝑧.

Здесь 𝐴𝑧 и 𝐴𝑧 являются компонентами 1-формы 𝒜 = (𝐴𝑧,𝐴𝑧) со значениями в линейных опера-

торах на слое.

Группой калибровочных преобразований 𝒢 связности являются гладкие отображения 𝑓 :

T𝑛 → 𝐺, их действие на 1-форму 𝒜 имеет следующий вид

𝐴𝑧 → 𝑓−1𝜕𝑧𝑓 + 𝑓−1𝐴𝑧𝑓, 𝐴𝑧 → 𝑓−1𝜕𝑧𝑓 + 𝑓−1𝐴𝑧𝑓. (1.1)

Сечение расслоения называется голоморфным, если оно аннигилируется антиголоморфной

компонентой связности 𝜕𝑧 +𝐴𝑧. Таким образом, пространство модулей 𝐵𝑢𝑛(T𝑛,𝐺) голоморфных

расслоений на T𝑛 изоморфно следующему фактор-пространству

𝐵𝑢𝑛(T𝑛,𝐺) = {𝜕𝑧 + 𝐴𝑧}/𝒢. (1.2)

1При этом, на данном этапе мы не предполагаем связность голоморфной.
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На пространстве плоских связностей можно ввести следующую симплектическую струк-

туру

𝜔 =
1

2

∫︁
𝛿𝒜 ∧ 𝛿𝒜 =

∫︁
𝛿𝐴𝑧 ∧ 𝛿𝐴𝑧. (1.3)

Данная симплектическая структура инварианта относительно калибровочных преобразований

(1.1), таким образом она индуцирует симплектическую структуру на пространстве модулей глад-

ких связностей 𝐶𝑜𝑛𝑛T𝑛,𝐺.

1.1.2 Квазипараболическая структура и калибровочная группа
Зафиксируем разложение алгебры Ли g на следующие подалгебры

g = n− ⊕ h⊕ n+ , [h,n±] = n± .

Для простых алгебр Ли g данное разложение эквивалентно разложению на подалгебру Картана,

положительную и отрицательную нильпотентные подалгебры. Подалгебра h⊕n+ = b называется

подалгеброй Бореля. Пусть 𝐵 — соответствующая подгруппа Бореля. Классы сопряжённости

𝐺/𝐵 называются многообразием 𝐺-флагов 𝐹𝑙(𝐺).

Зафиксируем 𝐺-флаги 𝐹𝑙𝑎, 𝑎 ∈ {1, . . . ,𝑛} соответствующие отмеченным точкам на T𝑛 и

рассмотрим только калибровочные преобразования 𝑓 ∈ 𝒢, которые продолжаются до гладкого

отображения 𝑓 ′ : T → 𝐺, причём 𝑓 ′(𝑥𝑎), 𝑎 ∈ {1, . . . ,𝑛} — преобразования слоя в отмеченных точ-

ках, сохраняют соответствующие флаги 𝐹𝑙𝑎. Иными словами, 𝑓 ′(𝑥𝑎) в отмеченных точках могут

принимать значения только в подгруппе Бореля 𝐵 ⊂ 𝐺, т.е. 𝑓 ∈ 𝒢 и 𝑡𝑎 = 𝑧−𝑥𝑎, 𝑓 ′(𝑡𝑎,𝑡𝑎)|𝑡𝑎=0 ∈ 𝐵.

𝒢𝐵. Мы обозначим соответствующуюю подгруппу калибровочных преобразований связности 𝒢
за 𝒢𝐵 ⊂ 𝒢. По аналогии с (1.2), факторпространство {𝜕𝑧 + 𝐴𝑧}/𝒢𝐵 является пространством мо-

дулей 𝐵𝑢𝑛(T𝑛,𝐺) голоморфных расслоений с квазипараболической структурой в отмеченных

точках.

Рассмотрим орбиты коприсоединённого действия группы 𝐺 на копиях коалгебры Ли g*

соответствующих отмеченным точкам

𝒪𝑎 = {𝑆𝑎 = 𝐴𝑑𝑔𝑆
0
𝑎 , 𝑔 ∈ 𝐺 , 𝑆0

𝑎 ∈ g*} , (𝑎 = 1, . . . ,𝑛) . (1.4)

𝒪𝑎 можно наделить структурой симплектического многообразия с помощью симплектической

формы Кириллова-Костанта 𝜔𝐾𝐾 = 𝛿⟨𝑆0,𝛿𝑔𝑔−1⟩ = ⟨𝑆, 𝑔−1𝛿𝑔 ∧ 𝑔−1𝛿𝑔⟩. Как следствие, можно

снабдить пространство связностей 𝐶𝑜𝑛𝑛(T𝑛,𝐺) следующей симплектической формой

𝜔 +
𝑛∑︁

𝑎=1

𝜔𝐾𝐾
𝑎 , 𝜔𝐾𝐾

𝑎 = (𝑆𝑎𝑔
−1𝛿𝑔 ∧ 𝑔−1𝛿𝑔) , (1.5)

где 𝜔 определена ранее в (1.3).
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Напомним, связность 𝒜 называется плоской, если голономия данной связности не ме-

няется при гладких деформациях контура. Локально, данное условие эквивалентно уравнению

нулевой кривизны (2)

d𝒜−𝒜 ∧𝒜 = 0. (1.6)

Таким образом, уравнение (1.6) должно быть выполнено во всех внутренних точках T𝑛. Нало-

жим дополнительное ограничение на плоскую связность, а именно, потребуем чтобы плоская

связность на расслоении с квазипараболической структурой имела сингулярности только лога-

рифмического типа в отмеченных точках. Данное требование может быть записано следующим

образом

𝐹𝐶𝑜𝑛𝑛T𝑛,𝐺 = {𝑑+ 𝒜 | 𝑑𝒜 +
1

2
𝒜 ∧𝒜 =

𝑛∑︁
𝑎=1

𝑆𝑎𝛿(𝑥𝑎)} . (1.7)

Алгебра Ли калибровочной группы 𝐿𝑖𝑒(𝒢𝐵) = {𝜖} действует на пространстве связностей

𝐶𝑜𝑛𝑛(T𝑛,𝐺) как 𝛿𝜖𝐴𝑧 = 𝜕𝑧𝜖+ [𝐴𝑧,𝜖], 𝛿𝜖𝐴𝑧 = 𝜕𝑧𝜖+ [𝐴𝑧,𝜖]. Где 𝛿𝜖 = 𝑑𝑖𝜖 + 𝑖𝜖𝑑 может быть представле-

на как производная Ли. Соответствующее отображение моментов 𝐹 : 𝐶𝑜𝑛𝑛(T𝑛,𝐺) → 𝐿𝑖𝑒*(𝒢𝐵)

имеет вид 𝑖𝜖𝜔 =
∫︀

(𝜖,𝛿𝐹 ). Гамильтониан, задающий поток соответствующий инфинитезимально-

му калибровочному преобразованию 𝛿𝜖, приобретает вид

ℎ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 =

∫︁
(𝜖, 𝐹 ) , 𝐹 = 𝜕𝐴− 𝜕𝐴′ + [𝐴′,𝐴] . (1.8)

1.1.3 Деформация комплексных структур
В работах [10,11] был предложен подход к построению иерархий изомонодромных дефор-

маций пространства модулей эллиптических кривых в случае расслоений конечного ранга. В

данном подразделе мы повторим вывод работы [10] для расслоений бесконечного ранга.

Деформация комплексной структуры на T𝑛 описывается дифференциалами Бельтрами 𝜇.

Для наших целей будет удобно воспользоваться подходом к дифференциалам Бельтрами из-

ложенным в работе [10]. Рассмотрим инфинитезимальную гладкую деформацию T𝑛 заданную

киральной заменой координат

𝑤 = 𝑧 − 𝜖(𝑧,𝑧), �̃� = 𝑧.

С точностью до конформного множителя 1 − 𝜕𝜖(𝑧,𝑧) дифференциал d𝑤 имеет вид

d𝑤 = d𝑧 − 𝜇d𝑧, 𝜇 =
𝜕𝑧𝜖(𝑧,𝑧)

1 − 𝜕𝑧𝜖(𝑧,𝑧)
. (1.9)
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В терминах 𝜇 замена соответствующих частных производных при переходе к переменным (𝑤,�̃�)

имеет вид

𝜕�̃� = 𝜕𝑧 + 𝜇𝜕𝑧, 𝜕𝑤 = 𝜕𝑧.

Мы рассматриваем только такие деформации 𝜖, что соответствующий дифференциал Бельтрами

зануляется на отмеченных точках

𝜇
⃒⃒⃒
𝑥𝑎

= 0.

Для инфинитезимальных деформаций 𝜖 определение (1.9) эквивалентно

𝜇 = 𝜕𝑧𝜖(𝑧,𝑧). (1.10)

. Определим 1-формы связности в терминах (𝑤,�̃�)

𝐴𝑧 = 𝐴, 𝐴𝑧 = 𝐴− 1

𝜅
𝜇𝐴𝑧.

Здесь мы ввели множитель 𝜅 в оба члена компоненты связности 𝜅𝜕𝑤 +𝐴 для удобства изучения

предела в интегрируемы теории поля.

1.1.4 Симплектическая редукция
В данном подразделе мы опишем процедуру симплектической редукции на пространстве

плоских связностей с ограничением (1.7). Симплектическая форма (1.5) инвариантна относи-

тельно калибровочных преобразований 𝒢𝐵

𝐴→ 𝑓−1𝜅𝜕𝑤𝑓 + 𝑓−1𝐴𝑓, 𝐴→ 𝑓−1𝜕�̃�𝑓 + 𝑓−1𝐴𝑓 .

Зафиксируем 𝐴, пусть �̄� параметризует орбиты действия группы 𝒢𝐵

𝐴 = 𝑓𝜕�̃�𝑓
−1 + 𝑓�̄�𝑓−1 . (1.11)

Дуальное поле получается из 𝐴 с помощью того же самого элемента калибровочной группы 𝑓

𝐿 = 𝑓−1𝜅𝜕𝑤𝑓 + 𝑓−1𝐴𝑓 , (1.12)

Таким образом, в терминах локальных координат уравнение (1.7) приобретает вид

𝜕�̃�𝐿− 𝜅𝜕𝑤�̄�+ [�̄�,𝐿] = 2𝜋𝑖
𝑛∑︁

𝑎=1

𝑆𝑎𝛿(𝑥𝑎) . (1.13)
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Выберем набор непересекающихся открытых окрестностей 𝑈𝑎 отмеченных точек 𝑥𝑎.2 За-

фиксируем калибровку таким образом, что �̄� = 0 на 𝑈𝑎. Тогда гамильтониан задающий поток

инфинитезимальных калибровочных преобразований ℎ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 (1.8) принимает вид

ℎ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 =

∫︁
𝑈𝑎

(𝜖, 𝜕�̃�𝐿).

Соответствующий нулевой уровень отображения моментов для действия 𝒢𝐵 принимает вид

𝜕�̃�𝐿|𝑈𝑎 =
𝑛∑︁

𝑎=1

𝑆𝑎𝛿
(2)(𝑡𝑎,𝑡𝑎) , 𝑆𝑎 ∈ 𝒪𝑎 , Res𝑥𝑎𝐿 = 𝑆𝑎 . (1.14)

здесь и далее 𝑡𝑎 = 𝑧 − 𝑥𝑎. Аналогично конечномерному случаю [10] мы приходим к следующей

ограниченной форме и гамильтонианам соответствующим деформациям комплексных структур

𝜔0 =

∫︁
⟨𝑑𝐿,𝑑�̄�⟩ +

𝑛∑︁
𝑎=1

𝜔𝐾𝐾
𝑎 , 𝐻𝑠(𝐿) =

1

2

∫︁
⟨𝐿2⟩𝜇0

𝑠 . (1.15)

В следствии условия фиксации калибровки (1.13) данная система более не является свободной,

поскольку 𝐿 приобретает зависимость от �̄� и S. Более того, 𝐿 (а следовательно и гамильто-

нианы) приобретают явную зависимость от локальных координат t на пространстве модулей

комплексных структур, таким образом система (1.15) становится неавтономной. Введём обозна-

чение 𝑀𝑠 = 𝜕𝑠𝑓𝑓
−1. Используя (1.11) и (1.12) получаем уравнения движения{︃

1. 𝜅𝜕𝑠𝐿− 𝜅𝜕𝑀𝑠 + [𝑀𝑠,𝐿] = 0, 𝑠 = 1, . . . ,𝑙 ,

2. 𝜅𝜕𝑠�̄�− (𝜕 + 𝜕𝜇)𝑀𝑠 + [𝑀𝑠,�̄�] = 𝐿𝜇0
𝑠 .

(1.16)

Уравнения (1.16) называются уравнениями Лакса для задачи изомонодромных деформаций. От-

личие от уравнений Лакса для интегрируемых систем заключается в наличии дифференциро-

вания 𝜕𝑤 по спектральному параметру. Данные уравнения являются уравнениями совместности

для следующей линейной системы⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1. (𝜅𝜕 + 𝐿)𝜓 = 0 ,

2. (𝜕 +
∑︀

𝑠 𝑡𝑠𝜇
0
𝑠𝜕 + �̄�)𝜓 = 0 ,

3. (𝜅𝜕𝑠 +𝑀𝑠)𝜓 = 0, (𝑠 = 1, . . . ,𝑙2) .

(1.17)

Аналогичные уравнения для расслоений конечного ранга в работе [10] были названы Иерархией

Изомонодромных Деформаций.

2Напомним, что мы рассматриваем только калибровочные преобразования сохраняющие квазипараболическую
структуру, т.е. 𝑓(𝑥𝑎,�̄�𝑎) ∈ 𝐵.
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1.2 Уравнение изомонодромных деформаций для алгебры

некоммутативного тора
Алгебра некоммутативного тора была введена в работах [45,46] как некоммутативное обоб-

щение алгебры гладких функций на торе. В терминах генераторов и соотношений она определя-

ется следующим образом, рассмотрим алгебру порождённую генераторами 𝑈1,𝑈2 удовлетворя-

ющими соотношению

𝑈1𝑈2 = e−1
ℎ̄ 𝑈2𝑈1, eℎ̄ = 𝑒2𝜋𝑖ℎ̄. (1.18)

Данную алгебру также называют алгеброй квантовой группы с двумя генераторами.

Из соотношения (1.18) следует, что некоммутативный тор 𝒯 2
ℎ̄ является плоской деформа-

цией коммутативной алгебры гладких функций на торе. Действительно, сопоставим

𝑈1 → e(𝑥1) , 𝑈2 → e(𝑥2) , e(𝑥1) * e(𝑥2) = 𝑒−2𝜋𝚤ℎ̄e(𝑥2) * e(𝑥1).

Ассоциативное умножение * называется умножением Мояла. (см. Приложение Б). В первом

нетривиальном порядке по ℎ̄ данная ассоциативная алгебра порождает скобку Пуассона на глад-

ких функциях на торе. Таким образом, алгебра некоммутативного тора является квантованием

алгебры Ли скобок Пуассона гладких функций на торе (см. также [47]).

В данном разделе мы построим пример нелокальной неавтономной теории поля в раз-

мерности 2+1 с помощью изучения задачи изомонодромных деформаций для расслоений бес-

конечного ранга связанных с группой гладких автоморфизмов алгебры некоммутативного тора.

В подразделе 1.2.1 мы определим неавтономное полевое обобщение волчка Эйлера-Арнольда

для алгебры некоммутативного тора и покажем что уравнения движения данной теории поля

являются гамильтоновыми. Далее, в подразделе 1.2.2 мы покажем, что гамильтоновы уравне-

ния движения данной теории могут быть представлены в форме уравнений нулевой кривизны.

Наконец, в разделе 1.4 мы изучим целый ряд различных вырождений данной теории поля.

1.2.1 Неавтономный волчок для алгебры некоммутативного тора
Пусть g = 𝑠𝑖𝑛ℎ̄ — синус алгебра, тогда как g* = 𝑠𝑖𝑛*

ℎ̄ соответствующая ей коалгебра Ли.

Рассмотрим базис {𝑇 𝛽} (Б.3), (Б.15) на 𝑠𝑖𝑛ℎ̄. Соответствующий базис на 𝑠𝑖𝑛*
ℎ̄ обозначим за 𝑆𝛼.

Скобка Пуассона на 𝑠𝑖𝑛*
ℎ̄ имеет следующий вид

{𝑆𝛼,𝑆𝛽} = Cℎ̄(𝛼,𝛽)𝑆𝛼+𝛽 , 𝛼 = (𝛼1,𝛼2) ∈ Z̃(2) . (1.19)

Функция

𝐶2 =
∑︁

𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼𝑆−𝛼 (1.20)
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является элементом Казимира для скобки (1.19). Рассмотрим представление (Б.11)

S(𝑥) =
∑︁

𝛾∈Z(2)

𝑆𝛾𝑇
𝛾(𝑥) (1.21)

в терминах функций на некоммутативном торе. Тогда 𝐶2 может быть представлена в форме

интеграла (Б.13)

𝐶2 = − 1

4𝜋2

∫︁
𝒯 2
𝜃

S2(𝑥) . (1.22)

Пусть 𝜖1, 𝜖2 — вещественные числа, такие что 0 < ℎ̄𝜖𝑗 < 1 причём ℎ̄𝜖𝑗 является иррациональным

числом. Определим функцию Вейерштрасса на Σ𝜏 (В.6)

℘ℎ̄(𝛼) = ℘(ℎ̄(𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝛼2𝜏 |𝜏) . (1.23)

Определим оператор обратный моменту инерции волчка как диагональный оператор в базисе

синус-алгебры со следующими собственными значениями

J : 𝑠𝑖𝑛*
𝜃 → 𝑠𝑖𝑛𝜃 , 𝑆𝛼 → 𝐽𝛼𝑆𝛼 , 𝐽𝛼 = ℘𝜃(𝛼) . (1.24)

Можно переписать данный оператор в терминах полевых переменных S(𝑥). Для этого введём

комплексную структуру на 𝒯 2
ℎ̄ определив оператор 𝜕 = 𝜕𝑍 через действие на базисные элементы

(Б.2)

𝜕𝑍(𝑈𝛼1
1 𝑈𝛼2

2 ) = 𝜃
(︀
𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝜖2𝛼2𝜏

)︀
(𝑈𝛼1

1 𝑈𝛼2
2 ) . (1.25)

Тогда оператор обратный моменту инерции становится псевдодифференциальным оператором

следующего вида

𝐽(S(𝑥)) = ℘(𝜕𝑍)S(𝑥) .

Определим гамильтониан как

𝐻 = −1

2

∫︁
𝒯 2
ℎ̄

S(𝑥)℘ℎ̄(𝜕𝑍)S(𝑥) = −1

2

∑︁
𝛾∈Z(2)

𝑆𝛾℘ℎ̄(𝛾)𝑆−𝛾 . (1.26)

Фазовое пространство данной системы определяется как

ℛ* = {S | 𝐶2(S) <∞ , 𝐻(S) <∞} . (1.27)

Уравнения движения неавтономного волчка Эйлера-Арнольда 𝜅𝜕𝜏S = 𝑎𝑑*𝐽(S)S для 𝑆𝐼𝑁𝜃 с опе-

ратором обратным моменту инерции (1.24) принимают вид

𝜅𝜕𝜏𝑆𝛼 =
∑︀

𝛾∈Z(2) 𝑆𝛼−𝛾𝑆𝛾℘𝜃(𝛾)C𝜃(𝛾,𝛼) (1.28)
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или, в терминах некоммутативных полей

𝜅𝜕𝜏S(𝑥) = [S(𝑥),℘(𝜕𝑍)S(𝑥)]𝜃 (1.29)

1.2.2 Представление Лакса
Теперь покажем, что уравнение (1.29) может быть представлено в форме уравнений ну-

левой кривизны. Далее мы предъявим явный вид соответствующих матриц Лакса. Рассмотрим

расслоение бесконечного ранга 𝒫 со структурной группой 𝑆𝐼𝑁ℎ̄ (см. Б.19) над T1 — комплекс-

ным тором с одной отмеченной точкой. Обозначим ассоциированное векторное расслоение за

𝐸ℎ̄ = 𝒫 ⊗𝑆𝐼𝑁ℎ̄
𝑉 . Определим следующие операции переклейки для сечений 𝑠 ∈ Γ(𝐸ℎ̄)⎧⎨⎩ 𝑠(𝑤 + 1) = 𝐴𝑑

𝑈
−𝜖2
1
𝑠(𝑤)

𝑠(𝑤 + 𝜏) = 𝐴𝑑
−e𝜃

(︀
−𝑤− 𝜏

2

)︀
𝑈

−𝜖1
2

𝑠(𝑤)
, 𝑈𝑗 ∈ 𝑆𝐼𝑁ℎ̄. (1.30)

Обратные операторы 𝑈−𝜖2
1 , 𝑈−𝜖1

2 хорошо определены (Б.8) в терминах умножения Мояла (Б.11).

Определим связность на 𝐸ℎ̄ {︃
𝜅𝜕𝑤 + 𝐿(𝑤,�̃�,𝜏) ,

𝜕�̃� + �̃�(𝑤,�̃�,𝜏) .

Здесь 𝐿 играет роль оператора Лакса. Для расслоений (1.30) �̃� может быть устранена надлежа-

щим выбором калибровки 𝑓−1𝜕�̃�𝑓 + 𝑓−1�̃�𝑓 = 0. В результате симплектической редукции мы

приходим к уравнению нулевой кривизны 1.31.

Как и в случае конечномерных алгебр [10] оператор Лакса однозначно определяется сле-

дующими условиями:

1.Уравнение нулевой кривизны

𝜕�̃�𝐿 = 0 . (1.31)

2. Условия квазипериодичности:{︃
𝐿(𝑤 + 1) = 𝑈−𝜖2

1 𝐿(1)(𝑤)𝑈 𝜖2
1 ,

𝐿(𝑤 + 𝜏) = Λ̃𝐿(𝑤)Λ̃−1 + 2𝜋𝑖𝜃 ,
Λ̃(𝑤,𝜏) = −e𝜃

(︀
−𝑤 − 𝜏

2

)︀
𝑈−𝜖1
2 . (1.32)

3. Согласованность с квазипараболической структурой: 𝐿 имеет простой полюс в 𝑤 = 0 причём

𝑅𝑒𝑠|𝑤=0 𝐿(𝑤) = S− 𝜅𝜃 · 𝐼𝑑 , (1.33)

где S определены в (1.27).
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Лемма 1.1. Оператор Лакса имеет вид

𝐿(𝑤) = −𝜅𝜃𝐸1(𝑤|𝜏)𝐼𝑑+
∑︁

𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑤)𝑇𝛼 , (1.34)

где 𝐸1(𝑤|𝜏) (В.2) и 𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑧) (В.24)).

Доказательство

Из (Б.4) следует что

𝑈−1
1 𝑇𝛼𝑈1 = e𝜃(−1)𝑇𝛼 , 𝑈−1

2 𝑇𝛼𝑈2 = e𝜃(1)𝑇𝛼 , e𝜃(1) = exp 2𝜋𝚤𝜃 .

Тогда (1.32) получается из (В.26), тогда как (1.33) из (В.2) и (В.8). �

Предложение 1.2. Уравнения движения неавтономного волчка (1.28) эквивалентны условию со-

хранения монодромии следующей системы линейных уравнений{︃
(𝜅𝜕𝑤 + 𝐿(𝑤,�̃�,𝜏))𝜓 = 0 ,

𝜕�̃�𝜓 = 0 .

Данные уравнения движения могут быть представлены в форме уравнений нулевой кривизны

𝜅𝜕𝜏𝐿− 𝜅𝜕𝑤𝑀 + [𝑀,𝐿] = 0 , (1.35)

где 𝐿 определяется (1.34),

𝑀 = − 𝜅

𝑁
𝜕𝜏 ln𝜗(𝑤; 𝜏)𝐼𝑑+

1

2𝜋𝑖

∑︁
𝛾∈Z(2)

𝑆𝛾𝑓𝜃𝜖·𝛾(𝑤)𝑇 𝛾 , (1.36)

а 𝑓𝜃𝜖·𝛾(𝑤) определена в (В.25).

Доказательство.

Доказательство эквивалентности уравнений (1.28) и (1.35) основано на использовании формулы

сложения для данной комбинации тета-функций (В.10) и уравнении теплопроводности (В.13).

Подставим 𝐿 (1.34) и 𝑀 в (1.35). Тогда, в терминах базиса 𝑇𝛼 мы приходим к следующему

уравнению

𝜅𝜕𝜏 (𝑆𝛼𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑤)) − 𝜅𝜕𝑤(𝑆𝛼𝑓𝜃𝜖·𝛼(𝑤)) =
∑︁
𝛾

𝑆𝛼−𝛾𝑆𝛾C𝜃(𝛾,𝛼)𝜙𝜃𝜖·(𝛼−𝛾)(𝑤)𝑓𝜃𝜖·𝛾(𝑤) . (1.37)

Левая часть данного уравнения

𝜅𝜕𝜏 (𝑆𝛼)𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑤) + 𝑆𝛼

(︁
𝜅𝜕𝜏𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑤) − 1

2𝜋𝚤
𝜅𝜕𝑤𝑓𝜃𝜖·𝛼(𝑤)

)︁
. (1.38)
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Выражение в скобках 𝜅𝜕𝜏𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑤)− 1
2𝜋𝚤
𝜅𝜕𝑤𝑓𝜃𝜖·𝛼(𝑤) зануляется в силу уравнения теплопроводно-

сти (В.13). С другой стороны, правая часть уравнения (1.37)

∑︁
𝛾

𝑆𝛼−𝛾𝑆𝛾C𝜃(𝛾,𝛼)𝑓𝛼−𝛾(𝑤)𝜙𝛾(𝑤) =
∑︁
𝛾

𝑆𝛼−𝛾𝑆𝛾C𝜃(𝛾,𝛼)℘𝜃(𝛾) − ℘𝜃(𝛼− 𝛾))𝜙𝜃𝜖·𝛼(𝑤) (1.39)

Здесь мы воспользовались соотношением (В.10) из Приложения В. Сравнивая (1.38) c (1.39) мы

приходим к уравнению движения системы. �

1.3 Вырождение линейных задач для уравнения Пенлеве VI

1.3.1 Тригонометрический предел, линейная задача для уравнения Пенлеве

V
В совместной работе автора диссертации с Г.А.Аминовым [16] был предложен способ

получения новых линейных задач для уравнений Пенлеве III и Пенлеве V предельным переходом

от эллиптической линейной задачи (8). Рассмотрим следующие два уравнения

d2𝑢

d𝑡2
= 𝐶2

0

cos𝑢

sin3 𝑢
+ 𝐶2

1

sin𝑢

cos3 𝑢
+ 𝐶2

2e2𝑡 sin(4𝑢) + 𝐶2𝐶3e
𝑡 sin(2𝑢), (1.40)

d2𝑢

d𝑡2
= 𝐶2

0

cos𝑢

sin3 𝑢
+ 𝐶2

1

sin𝑢

cos3 𝑢
+ 𝐶2

4e𝑡 sin(2𝑢). (1.41)

Уравнение (1.40) эквивалентно уравнению Пенлеве V в случае постоянных параметров в точ-

ке общего положения. Исключительный особый случай представлен уравнением (1.41). Вместе

(1.40) и (1.41) описывают уравнение Пенлеве V для произвольного значения постоянных па-

раметров. Несмотря на то, что уравнение (1.41) получается из уравнения (1.41) в следующем

пределе

𝐶2 → 0, 𝐶3 → ∞, 𝐶2𝐶3 → const = 𝐶2
4 , (1.42)

нам необходимо выделить частный случай, т.к. пара Лакса для уравнения (1.40) (см. раздел

1.3.1) расходится в пределе (1.42). Как следствие мы рассматриваем предельные переходы от

уравнения Пенлеве VI к (1.40) и (1.41) по отдельности.

Основной составляющей обоих пределов является бесконечный сдвиг параметра 𝜏 эллип-

тической кривой соответствующий пределу Иноземцева:

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2, (1.43)

здесь 𝜏1 играет роль времени предельной системы, тогда как 𝜏2 является параметром сдвига с

помощью которого мы определяем тригонометрический предел 𝐼𝑚 𝜏2 → +∞. Различие между

пределами в (1.40) и (1.41) заключается в различном выборе бесконечного сдвига координаты 𝑢

и спектрального параметра 𝑧 и различном скейлинге постоянных параметров уравнения Пенлеве

VI.

Мы начнём с получения линейной задачи для уравнения (1.40).
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Линейная задача для уравнения (1.40)

Рассмотрим сдвиг параметра 𝜏 эллиптической кривой описанный ранее, 𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2, как

следствие
d𝑢
d𝜏

=
d𝑢
d𝜏1

.

Скейлинг постоянных параметров определяется главным членом разложения (9a), (9b) в триго-

нометрическом пределе 𝐼𝑚 𝜏2 → +∞:

𝜈0 =
̃︀𝜈0
𝜋
, 𝜈1 =

̃︀𝜈1
𝜋
, 𝜈2 =

−̃︀𝜈2𝑞− 1
2

2 + ̃︀𝜈3
2𝜋

, 𝜈3 =
̃︀𝜈2𝑞− 1

2
2 + ̃︀𝜈3
2𝜋

,

где 𝑞2 ≡ e (𝜏2) . Таким образом, предельный гамильтониан и пара Лакса имеют следующий вид:

𝐻V = 𝑣2 − ̃︀𝜈20
sin2(𝜋𝑢)

− ̃︀𝜈21
cos2(𝜋𝑢)

− 8𝑞
1
2
1 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3 cos(2𝜋𝑢) + 8𝑞1̃︀𝜈22 cos(4𝜋𝑢), (1.44)

𝜕𝜏1𝐿
V − 1

2𝜋i
𝜕𝑧𝑀

V =
[︀
𝐿V,𝑀V

]︀
=
{︀
𝐻V,𝐿V

}︀
, (1.45)

где

𝐻V = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐻VI, 𝑞1 ≡ e (𝜏1) ,

𝐿V = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐿VI =

(︃
𝑣 0

0 −𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝐿V
𝛼 , (1.46a)

𝐿V
0 =

(︃
0 ctg(𝜋𝑢) + ctg(𝜋𝑧)

− ctg(𝜋𝑢) + ctg(𝜋𝑧) 0

)︃
,

𝐿V
1 =

(︃
0 ctg(𝜋𝑧) − tg(𝜋𝑢)

ctg(𝜋𝑧) + tg(𝜋𝑢) 0

)︃
,

𝐿V
2 = 4𝑞

1
2
1

(︃
0 − sin (𝜋(2𝑢+ 𝑧))

sin (𝜋(2𝑢− 𝑧)) 0

)︃
,

𝐿V
3 =

1

sin(𝜋𝑧)

(︃
0 1

1 0

)︃
,

𝑀V = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝑀VI =
3∑︁

𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝑀V
𝛼 , (1.46b)

𝑀V
0 = − 𝜋

sin2 (𝜋𝑢)

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝑀V

1 = − 𝜋

cos2 (𝜋𝑢)

(︃
0 1

1 0

)︃
,

𝑀V
2 = −8𝜋𝑞

1
2
1

(︃
0 cos (𝜋(2𝑢+ 𝑧))

cos (𝜋(2𝑢− 𝑧)) 0

)︃
, 𝑀V

3 = 0.
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Предельный гамильтониан (1.44) совпадает с известным результатом полученным К.Такасаки

[48]. Соответствующие гамильтоновы уравнения движения⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d𝑢
d𝜏1

= 2𝑣,

d𝑣
d𝜏1

= −2𝜋̃︀𝜈20 cos(𝜋𝑢)

sin3(𝜋𝑢)
+ 2𝜋̃︀𝜈21 sin(𝜋𝑢)

cos3(𝜋𝑢)
− 16𝜋𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3 sin(2𝜋𝑢) + 32𝜋𝑞1̃︀𝜈22 sin(4𝜋𝑢),

или, эквивалентно

d2𝑢

d𝜏 21
= −4𝜋̃︀𝜈20 cos(𝜋𝑢)

sin3(𝜋𝑢)
+ 4𝜋̃︀𝜈21 sin(𝜋𝑢)

cos3(𝜋𝑢)
− 32𝜋𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3 sin(2𝜋𝑢) + 64𝜋𝑞1̃︀𝜈22 sin(4𝜋𝑢).

представляются в форме уравнений нулевой кривизны (1.45).

Линейная задача для уравнения (1.41)

В данном пределе мы рассмотрим сдвиг (1.43) параметра 𝜏 эллиптической кривой, и ана-

логичные сдвиги координаты и спектрального параметра:

𝑢 = ̃︀𝑢− 𝜏

2
, 𝑧 = ̃︀𝑧 − 𝜏

2
. (1.47)

Скейлинг постоянных параметров уравнения определяется предельным поведением гамильто-

ниана (6). В результате:

𝜈0 =
ĩ︀𝜈2𝑞−1/4

2√
2𝜋

, 𝜈1 =
̃︀𝜈3𝑞−1/4

2√
2𝜋

, 𝜈2 =
̃︀𝜈0
𝜋
, 𝜈3 =

̃︀𝜈1
𝜋
.

Поскольку 𝜏1 соответствует переменной времени предельной системы, сдвиги (1.47) явля-

ются зависящими от времени, как следствие,

d𝑢
d𝜏

=
d𝑢
d𝜏1

=
d̃︀𝑢
d𝜏1

− 1

2
. (1.48)

Гамильтониан предельной системы отличается на линейную добавку от предела исходного га-

мильтониана

𝐻V = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐻VI +
1

2
𝑣 +

1

16
.

Подставляя в данное выражение гамильтониан уравнения Пенелеве VI (6) мы получаем

𝐻V =

(︂
𝑣 +

1

4

)︂2

− ̃︀𝜈20
sin2 (𝜋̃︀𝑢)

− ̃︀𝜈21
cos2 (𝜋̃︀𝑢)

− 4
(︀̃︀𝜈22 + ̃︀𝜈23)︀ 𝑞1/21 cos (2𝜋̃︀𝑢) . (1.49)

Для получения сходящих матриц Лакса необходимо произвести калибровочное преобразо-

вание (сингулярное в тригонометрическом пределе)

𝐿VI → 𝑔𝐿VI𝑔−1, 𝑀VI → 𝑔𝑀VI𝑔−1,
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𝑔 =

(︃
1 0

0 𝑞
−1/4
2

)︃
.

Поскольку сдвиг спектрального параметра в рассматриваемой предельной процедуре зависит от

времени, уравнение (8) приобретает вид

𝜕𝜏1𝐿
VI − 𝜕̃︀𝑧

(︂
1

2𝜋i
𝑀VI − 1

2
𝐿VI

)︂
=
[︀
𝐿VI,𝑀VI

]︀
,

где 𝐿VI = 𝐿VI (̃︀𝑢− 𝜏/2,𝑣,̃︀𝑧 − 𝜏/2,𝜏) , 𝑀VI = 𝑀VI (̃︀𝑢− 𝜏/2,̃︀𝑧 − 𝜏/2,𝜏) . Таким образом, линей-

ная задача уравнения (1.41) получается с помощью следующей предельной процедуры

𝐿V = 2𝜋i lim
𝐼𝑚𝜏2→+∞

𝑔𝐿VI𝑔−1, 𝑀V = lim
𝐼𝑚𝜏2→+∞

𝑔
(︀
𝑀VI − 𝜋i𝐿VI

)︀
𝑔−1.

Соответствующее уравнения нулевой кривизны (8) приобретает вид

𝜕𝜏1𝐿
V − 𝜕̃︀𝑧𝑀V =

[︀
𝐿V,𝑀V

]︀
, (1.50)

где

𝐿V = 2𝜋i

(︃
𝑣 0

0 −𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝐿V
𝛼 , (1.51)

𝐿V
0 =

2𝜋i
sin (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 ei𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)𝑞−1/4

1

−e−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)𝑞1/41 0

)︃
,

𝐿V
1 =

2𝜋i
cos (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 iei𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)𝑞−1/4

1

ie−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)𝑞1/41 0

)︃
,

𝐿V
2 = 2

√
2𝜋i

(︃
0 e2𝜋i(̃︀𝑢+̃︀𝑧) − 1

−2ie−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)𝑞1/21 sin (𝜋 (̃︀𝑢− ̃︀𝑧)) 0

)︃
,

𝐿V
3 = −2

√
2𝜋

(︃
0 e2𝜋i(̃︀𝑢+̃︀𝑧) + 1

2e−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)𝑞1/21 cos (𝜋 (̃︀𝑢− ̃︀𝑧)) 0

)︃
,

𝑀V = i𝜋

(︃
−𝑣 0

0 𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝑀V
𝛼 , (1.52)

𝑀V
0 = −𝜋 cos (𝜋̃︀𝑢)

sin2 (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 𝑞

−1/4
1 ei𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)

𝑞
1/4
1 e−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧) 0

)︃
,

𝑀V
1 = i𝜋

sin (𝜋̃︀𝑢)

cos2 (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 𝑞

−1/4
1 ei𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)

−𝑞1/41 e−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧) 0

)︃
,

𝑀V
2 =

√
2𝜋i

(︃
0 1 + e2i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)

𝑞
1/2
1

(︀
e−2i𝜋̃︀𝑧 + e−2i𝜋̃︀𝑢)︀ 0

)︃
,
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𝑀V
3 =

√
2𝜋

(︃
0 1 − e2i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)

𝑞
1/2
1

(︀
e−2i𝜋̃︀𝑧 − e−2i𝜋̃︀𝑢)︀ 0

)︃
.

Пара Лакса (1.51), (1.52) упрощается с помощью следующего калибровочного преобразо-

вания: ̃︀𝐿V = ̃︀𝑔𝐿Ṽ︀𝑔−1 − (𝜕̃︀𝑧̃︀𝑔) ̃︀𝑔−1, ̃︁𝑀V = ̃︀𝑔𝑀Ṽ︀𝑔−1 − (𝜕𝜏1̃︀𝑔) ̃︀𝑔−1, (1.53)

̃︀𝑔 =

(︃
𝑞
1/8
1 e−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)/2 0

0 𝑞
−1/8
1 ei𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)/2

)︃
.

После данного выбора калибровки, переменная 𝑣 входит в матрицу Лакса ̃︀𝐿V со сдвигом 𝑣 + 1
4
,

аналогичным сдвигу в формуле (1.49) для гамильтониана, т.е.,

̃︀𝐿V = 2𝜋i

⎛⎜⎝ 𝑣 +
1

4
0

0 −𝑣 − 1

4

⎞⎟⎠+
3∑︁

𝛼=0

̃︀𝜈𝛼̃︀𝐿V
𝛼 , (1.54a)

̃︀𝐿V
0 =

2𝜋i
sin (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 1

−1 0

)︃
, ̃︀𝐿V

1 = − 2𝜋

cos (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 1

1 0

)︃
,

̃︀𝐿V
2 = 4

√
2𝜋𝑞

1/4
1

(︃
0 − sin (𝜋 (̃︀𝑢+ ̃︀𝑧))

sin (𝜋 (̃︀𝑢− ̃︀𝑧)) 0

)︃
,

̃︀𝐿V
3 = −4

√
2𝜋𝑞

1/4
1

(︃
0 cos (𝜋 (̃︀𝑢+ ̃︀𝑧))

cos (𝜋 (̃︀𝑢− ̃︀𝑧)) 0

)︃
.

Используя гамильтоновы уравнения движения для переменной ̃︀𝑢
d̃︀𝑢
d𝜏1

=
{︀
𝐻V,̃︀𝑢}︀ = 2𝑣 +

1

2
,

можно убедиться в том, что преобразование (1.53) исключает 𝑣 из второй матрицы Лакса (1.52),

а именно, ̃︁𝑀V =
3∑︁

𝛼=0

̃︀𝜈𝛼̃︁𝑀V
𝛼 , (1.54b)

̃︁𝑀V
0 = −𝜋 cos (𝜋̃︀𝑢)

sin2 (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 1

1 0

)︃
, ̃︁𝑀V

1 = i𝜋
sin (𝜋̃︀𝑢)

cos2 (𝜋̃︀𝑢)

(︃
0 1

−1 0

)︃
,

̃︁𝑀V
2 = 2

√
2𝜋i𝑞1/41

(︃
0 cos (𝜋 (̃︀𝑢+ ̃︀𝑧))

cos (𝜋 (̃︀𝑢− ̃︀𝑧)) 0

)︃
,

̃︁𝑀V
3 = 2

√
2𝜋i𝑞1/41

(︃
0 − sin (𝜋 (̃︀𝑢+ ̃︀𝑧))

sin (𝜋 (̃︀𝑢− ̃︀𝑧)) 0

)︃
.
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Для того, чтобы показать, что уравнения (1.50) и (1.41) являются эквивалентными, пред-

ставим (1.50) в форме системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
d̃︀𝑢
d𝜏1

= 2𝑣 +
1

2
,

d𝑣
d𝜏1

= −2𝜋̃︀𝜈20 cos(𝜋̃︀𝑢)

sin3(𝜋̃︀𝑢)
+ 2𝜋̃︀𝜈21 sin(𝜋̃︀𝑢)

cos3(𝜋̃︀𝑢)
− 8𝜋𝑞

1
2
1 (̃︀𝜈22 + ̃︀𝜈23) sin(2𝜋̃︀𝑢).

Исключая 𝑣 мы получаем

d2̃︀𝑢
d𝜏 21

= −4𝜋̃︀𝜈20 cos(𝜋̃︀𝑢)

sin3(𝜋̃︀𝑢)
+ 4𝜋̃︀𝜈21 sin(𝜋̃︀𝑢)

cos3(𝜋̃︀𝑢)
− 16𝜋𝑞

1
2
1

(︀̃︀𝜈22 + ̃︀𝜈23)︀ sin(2𝜋̃︀𝑢).

1.3.2 Предел Иноземцева, линейная задача для уравнения Пенлеве III
В данном разделе мы предложим предельную процедуру которая переводит эллиптическую

линейную задачу (9) для уравнения Пенлеве VI в линейные задачи соответствующие следующим

двум уравнениям:
d2𝑢

d𝑡2
= 𝐶2

0e2𝑡+2𝑢 + 𝐶2
2e2𝑡−2𝑢 + 𝐶0𝐶1e

𝑡+𝑢 + 𝐶2𝐶3e
𝑡−𝑢, (1.55)

d2𝑢

d𝑡2
= 𝐶2

2e2𝑡−2𝑢 + 𝐶2
0e𝑡+𝑢 + 𝐶2𝐶3e

𝑡−𝑢. (1.56)

Уравнение (1.55) эквивалентно уравнению Пенлеве III для значения постоянных в точке об-

щего положения, тогда как уравнение (1.56) соответствует исключительному частному случаю.

Вместе данные уравнения описывают уравнение Пенлеве III (А.2) для произвольных значений

параметров. В разделах 1.3.2 и 1.3.2 будут построены линейные задачи для уравнений (1.55) и

(1.56) соответственно.

Рассмотренные процедуры вырождения линейной задачи для уравнения Пенлеве VI осно-

ваны на т.н. пределе Иноземцева и различаются сдвигами координат, спектрального параметра

и скейлингом констант связи. Следуя описанному ранее методу рассмотрим сдвиг параметра

эллиптической кривой 𝜏

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2, (1.57)

где 𝜏1 играет роль времени в предельной системе, а 𝜏2 — параметра тригонометрического пре-

дела. Для получения линейной задачи уравнения Пенлеве III мы воспользуемся следующим

сдвигом координат

𝑢 = ̃︀𝑢+
𝜏

4
, (1.58)

после чего возьмём тригонометрический предел 𝐼𝑚 𝜏2 → +∞.

Линейная задача для уравнения (1.55)

Для получения линейной задачи для уравнения (1.55) уравнения Пенлеве III для случая

констант в точке общего положения мы воспользуемся подстановкой (1.57) и сдвигом координа-

ты 𝑢 (1.58) после чего перейдём к тригонометрическому пределу 𝐼𝑚 𝜏2 → +∞. Из разложения



30

матриц Лакса (9a), (9b) в ряд по переменной 𝑞 можно определить надлежащий скейлинг констант

связи

𝜈0 =
̃︀𝜈0𝑞− 1

4
2 + ̃︀𝜈1
2𝜋

, 𝜈1 =
−̃︀𝜈0𝑞− 1

4
2 + ̃︀𝜈1
2𝜋

, 𝜈2 =
̃︀𝜈2𝑞− 1

4
2 + ̃︀𝜈3
2𝜋

, 𝜈3 =
−̃︀𝜈2𝑞− 1

4
2 + ̃︀𝜈3
2𝜋

. (1.59)

Поскольку 𝜏1 играет роль времени системы, сдвиг (1.58) координаты 𝑢 является зависящим

от времени, таким таким образом

d𝑢
d𝜏

=
d𝑢
d𝜏1

=
d̃︀𝑢
d𝜏1

+
1

4
. (1.60)

Следовательно, гамильтониан предельной системы получается в результате следующего предела

𝐻 III = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐻VI − 1

4
𝑣 +

1

64
.

Подставляя гамильтониан для уравнения Пенлеве VI (6), мы получаем

𝐻 III =

(︂
𝑣 − 1

8

)︂2

+ 4𝑞
1
2
1 ̃︀𝜈20e4𝜋ĩ︀𝑢 + 4𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈22e−4𝜋ĩ︀𝑢 + 4𝑞

1
4
1 ̃︀𝜈0̃︀𝜈1e2𝜋ĩ︀𝑢 + 4𝑞

1
4
1 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3e−2𝜋ĩ︀𝑢. (1.61)

Уравнение Пенлеве VI в форме уравнения нулевой кривизны (8) сохраняет свою форму в

данном пределе

𝜕𝜏1𝐿
III − 1

2𝜋i
𝜕𝑧𝑀

III =
[︀
𝐿III,𝑀 III

]︀
, (1.62)

где

𝐿III = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐿VI =

(︃
𝑣 0

0 −𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝐿III
𝛼 , (1.63a)

𝐿III
0 = 2i𝑞

1
4
1 e2𝜋ĩ︀𝑢

(︃
0 −1

1 0

)︃
, 𝐿III

1 =

(︃
0 −i + ctg (𝜋𝑧)

i + ctg (𝜋𝑧) 0

)︃
,

𝐿III
2 = 2i𝑞

1
4
1

(︃
0 e−i𝜋(2̃︀𝑢+𝑧)

−e−i𝜋(2̃︀𝑢−𝑧) 0

)︃
, 𝐿III

3 =
1

sin (𝜋𝑧)

(︃
0 1

1 0

)︃
,

𝑀 III = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐿VI =
3∑︁

𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝑀 III
𝛼 , (1.63b)

𝑀 III
0 = 4𝜋𝑞

1
4
1 e2𝜋ĩ︀𝑢

(︃
0 1

1 0

)︃
, 𝑀 III

1 = 0,

𝑀 III
2 = 4𝜋𝑞

1
4
1

(︃
0 e−i𝜋(2̃︀𝑢+𝑧)

e−i𝜋(2̃︀𝑢−𝑧) 0

)︃
, 𝑀 III

3 = 0.
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Уравнение (1.62) эквивалентно следующей системе гамильтоновых обыкновенных дифференци-

альных уравнений⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d̃︀𝑢
d𝜏1

=
{︀
𝐻 III,̃︀𝑢}︀ = 2𝑣 − 1

4
,

d𝑣
d𝜏1

=
{︀
𝐻 III,𝑣

}︀
= −16i𝜋𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈20e4𝜋ĩ︀𝑢 + 16i𝜋𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈22e−4𝜋ĩ︀𝑢 − 8i𝜋𝑞

1
4
1 ̃︀𝜈0̃︀𝜈1e2𝜋ĩ︀𝑢 + 8i𝜋𝑞

1
4
1 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3e−2𝜋ĩ︀𝑢.

Или, исключая переменную 𝑣

d2𝑢

d𝜏 21
= −32i𝜋𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈20e4𝜋ĩ︀𝑢 + 32i𝜋𝑞

1
2
1 ̃︀𝜈22e−4𝜋ĩ︀𝑢 − 16i𝜋𝑞

1
4
1 ̃︀𝜈0̃︀𝜈1e2𝜋ĩ︀𝑢 + 16i𝜋𝑞

1
4
1 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3e−2𝜋ĩ︀𝑢, (1.64)

получаем уравнение (1.55) с точностью до замены постоянных.

Линейная задача для уравнения (1.56)

Теперь воспользуемся подстановкой (1.57) параметра 𝜏 эллиптической кривой, сдвигом

координаты (1.58) и сдвигом спектрального параметра

𝑧 = ̃︀𝑧 +
𝜏

4
.

Рассмотрев разложение гамильтониана уравнения Пенлеве VI (6) в ряд по степеням 𝑞 мы полу-

чаем следующие скейлинги констант связи:

𝜈0 =
̃︀𝜈0𝑞−1/8

2

2𝜋
, 𝜈1 =

ĩ︀𝜈1𝑞−1/8
2

2𝜋
, 𝜈2 =

̃︀𝜈2𝑞−1/4
2 + ̃︀𝜈3

2𝜋
, 𝜈3 =

−̃︀𝜈2𝑞−1/4
2 + ̃︀𝜈3
2𝜋

.

Как было упомянуто в разделе 1.3.2, сдвиг координаты (1.58) является зависящим от вре-

мени. Таким образом, гамильтониан предельной системы связан с пределом гамильтониана урав-

нения Пенлеве VI следующим образом

𝐻 III = lim
𝐼𝑚 𝜏2→+∞

𝐻VI − 1

4
𝑣 +

1

64
.

Подставляя (6) мы получаем

𝐻 III =

(︂
𝑣 − 1

8

)︂2

+
(︀̃︀𝜈20 + ̃︀𝜈21)︀ 𝑞1/41 e2i𝜋̃︀𝑢 + 4̃︀𝜈22𝑞1/21 e−4i𝜋̃︀𝑢 + 4̃︀𝜈2̃︀𝜈3𝑞1/41 e−2i𝜋̃︀𝑢. (1.65)

Для того, чтобы получить сходящиеся матрицы Лакса, необходимо рассмотреть следующее

калибровочное преобразование, сингулярное в тригонометрическом пределе

𝐿VI → 𝑔𝐿VI𝑔−1, 𝑀VI → 𝑔𝑀VI𝑔−1,

𝑔 =

(︃
1 0

0 𝑞
−1/8
2

)︃
.
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В результате сдвига спектрального параметра, уравнение нулевой кривизны (8) принимает сле-

дующий вид

𝜕𝜏1𝐿
VI − 𝜕̃︀𝑧

(︂
1

2𝜋i
𝑀VI +

1

4
𝐿VI

)︂
=
[︀
𝐿VI,𝑀VI

]︀
,

где 𝐿VI = 𝐿VI (̃︀𝑢+ 𝜏/4,𝑣,̃︀𝑧 + 𝜏/4,𝜏) , 𝑀VI = 𝑀VI (̃︀𝑢+ 𝜏/4,̃︀𝑧 + 𝜏/4,𝜏) . Таким образом, для пре-

дельных матриц Лакса мы имеем

𝐿III = 2𝜋i lim
𝐼𝑚𝜏2→+∞

𝑔𝐿VI𝑔−1, 𝑀 III = lim
𝐼𝑚𝜏2→+∞

𝑔

(︂
𝑀VI +

𝜋i
2
𝐿VI

)︂
𝑔−1.

В терминах 𝐿III и 𝑀 III уравнение движения вновь приобретает форму уравнения нулевой кри-

визны

𝜕𝜏1𝐿
III − 𝜕̃︀𝑧𝑀 III =

[︀
𝐿III,𝑀 III

]︀
, (1.66)

где

𝐿III = 2𝜋i

(︃
𝑣 0

0 −𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝐿III
𝛼 , (1.67a)

𝐿III
0 = 2𝜋

(︃
0 1

𝑞
1/4
1

(︀
e2i𝜋̃︀𝑧 − e2i𝜋̃︀𝑢)︀ 0

)︃
, 𝐿III

1 = 2𝜋i

(︃
0 1

𝑞
1/4
1

(︀
e2i𝜋̃︀𝑢 + e2i𝜋̃︀𝑧)︀ 0

)︃
,

𝐿III
2 = −4𝜋𝑞

1/8
1 e−2i𝜋̃︀𝑢

(︃
0 e−i𝜋̃︀𝑧

−𝑞1/41 ei𝜋̃︀𝑧 0

)︃
, 𝐿III

3 = 4𝜋𝑞
1/8
1 ei𝜋̃︀𝑧

(︃
0 0

1 0

)︃
,

𝑀 III =
i𝜋
2

(︃
𝑣 0

0 −𝑣

)︃
+

3∑︁
𝛼=0

̃︀𝜈𝛼𝑀 III
𝛼 , (1.67b)

𝑀 III
0 =

𝜋

2

(︃
0 1

𝑞
1/4
1

(︀
3e2i𝜋̃︀𝑢 + e2i𝜋̃︀𝑧)︀ 0

)︃
, 𝑀 III

1 =
i𝜋
2

(︃
0 1

e2i𝜋̃︀𝑧 − 3e2i𝜋̃︀𝑢 0

)︃
,

𝑀 III
2 = 𝜋𝑞

1/8
1

(︃
0 3e−i𝜋(2̃︀𝑢+̃︀𝑧)

5𝑞
1/4
1 e−i𝜋(2̃︀𝑢−̃︀𝑧) 0

)︃
, 𝑀 III

3 = 𝜋𝑞
1/8
1 ei𝜋̃︀𝑧

(︃
0 0

1 0

)︃
.

Аналогично разделу 1.3.1 можно исключить переменную 𝑣 из второй матрицы Лакса 𝑀 III

(1.67b) с помощью следующего калибровочного преобразования

𝐿III → ̃︀𝑔𝐿IIĨ︀𝑔−1 − (𝜕̃︀𝑧̃︀𝑔) ̃︀𝑔−1, 𝑀 III → ̃︀𝑔𝑀 IIĨ︀𝑔−1 − (𝜕𝜏1̃︀𝑔) ̃︀𝑔−1,

̃︀𝑔 =

(︃
𝑞
1/32
1 ei𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)/4 0

0 𝑞
−1/32
1 e−i𝜋(̃︀𝑢+̃︀𝑧)/4

)︃
.

В результате мы получаем матрицу Лакса 𝐿III (1.67a) в которую 𝑣 входит с тем же сдвигом 𝑣− 1
8

что и в гамильтониан (1.65).
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Уравнение нулевой кривизны (1.66) эквивалентно гамильтоновым уравнениям движения⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
d̃︀𝑢
d𝜏1

=
{︀
𝐻 III,̃︀𝑢}︀ = 2𝑣 − 1

4
,

d𝑣
d𝜏1

= −2i𝜋𝑞1/41 (̃︀𝜈20 + ̃︀𝜈21) e2i𝜋̃︀𝑢 + 16i𝜋𝑞1/21 ̃︀𝜈22e−4i𝜋̃︀𝑢 + 8i𝜋𝑞1/41 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3e−2i𝜋̃︀𝑢.
Исключая переменную 𝑣 из данной системы получаем уравнение второго порядка

d2̃︀𝑢
d𝜏 21

= −4i𝜋𝑞1/41

(︀̃︀𝜈20 + ̃︀𝜈21)︀ e2i𝜋̃︀𝑢 + 32i𝜋𝑞1/21 ̃︀𝜈22e−4i𝜋̃︀𝑢 + 16i𝜋𝑞1/41 ̃︀𝜈2̃︀𝜈3e−2i𝜋̃︀𝑢,
совпадающее с (1.56) с точностью до замены произвольных постоянных.

1.4 Вырождение линейных задач для полевых уравнений в алгебре

некоммутативного тора

1.4.1 Тригонометрический предел
Тригонометрический предел соответствует пределу 𝐼𝑚(𝜏) → +∞, где 𝜏 — параметр эл-

липтической кривой 𝜏 = 𝜔2/𝜔1. В данном пределе эллиптическая кривая переходит в пережатый

тор. Для наших целей будет удобно рассматривать пережатый тор как бесконечный комплексный

цилиндр с одной дополнительной точкой на бесконечности. В рассмотренных нами неавтоном-

ных системах 𝜏 также является переменной времени, поэтому мы более не можем его рассмат-

ривать как самостоятельный параметр. Геометрически данный предел неавтономных уравнений

соответствует ассимптотическому разложению при больших значениях мнимой части 𝜏 , что эк-

вивалентно представлению 𝜏 в виде следующей комбинации

𝜏 = 𝜏 𝑡𝑟𝜏2 ,

где 𝜏 𝑡𝑟 играет роль времени, тогда как 𝜏2 является свободным масштабным параметром. С помо-

щью данной подстановки уравнения движения (1.28) преобразуются тривиальным образом. Па-

раметр эллиптической кривой 𝜏 в исходной системе имеет следующее ограничение 𝐼𝑚(𝜏) > 0.

Далее мы подразумеваем 𝜏 𝑡𝑟 вещественным и 𝜏 𝑡𝑟 > 𝑐 > 0 для некоторого заданного 𝑐, тогда как

𝐼𝑚(𝜏2) > 0. Далее, мы рассматриваем предел 𝐼𝑚(𝜏2) → +∞ одновременно с 𝜖2 → 0, 𝜅 → ∞
таким образом, что величины

ℎ̄𝜖2𝜏2 = ̃︀𝜖2, 𝜅

𝜏2
= ̃︀𝜅, 𝑤

𝜏2
= ̃︀𝑤

сохраняются постоянными. Данная подстановка в терминах уравнения Лакса (1.35) соответству-

ет замене 𝜅 и 𝑤 на ̃︀𝜅 и ̃︀𝑤 соответственно. Используя разложение (В.36) мы получаем предельный

гамильтониан

𝐻 𝑡𝑟 =
𝜋2

2

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼𝑆−𝛼 sin−2
(︀
𝜋(̃︀𝜖1𝛼1 + ̃︀𝜖2𝛼2𝜏

𝑡𝑟)
)︀
, (1.68)
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где ̃︀𝜖1 = ℎ̄𝜖1. Соответствующие гамильтоновы уравнения движения имеют вид

̃︀𝜅𝜕𝜏 𝑡𝑟𝑆𝛼 = 𝜋2
∑︀

𝛾∈Z(2)

Cℎ̄(𝛾,𝛼)𝑆𝛼+𝛾𝑆−𝛾

sin2 (𝜋(̃︀𝜖1𝛾1 + ̃︀𝜖2𝛾2𝜏 𝑡𝑟)) . (1.69)

Данные уравнения являются неавтономным аналогом уравнений движения волчка Эйлера-

Арнольда для следующего оператора обратного моменту инерции

𝐽 = {𝜋2 sin−2
(︀̃︀𝜖1𝛼1 + ̃︀𝜖2𝛼2𝜏

𝑡𝑟
)︀
}.

Ограничимся областью 0 < 𝑅𝑒( ̃︀𝑤) < 1, тогда гамильтоновы уравнения движения могут быть

представлены в форме уравнений нулевой кривизны

̃︀𝜅𝜕𝜏 𝑡𝑟𝐿𝑡𝑟 − ̃︀𝜅𝜕 ̃︀𝑤𝑀 𝑡𝑟 + [𝑀 𝑡𝑟,𝐿𝑡𝑟] = 0, (1.70)

тригонометрические операторы Лакса 𝐿𝑡𝑟,𝑀 𝑡𝑟 получаются с помощью предела из соответству-

ющих эллиптических операторов

𝐿𝑡𝑟 = lim
𝑞2→0

𝐿, 𝑀 𝑡𝑟 = lim
𝑞2→0

𝑀,

где 𝑞2 ≡ e(𝜏2). Используя (В.40) и (В.41) получаем следующий предел пары Лакса

𝐿𝑡𝑟(𝑤) = 𝜋
∑︁

𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼e (̃︀𝜖2𝛼2 ̃︀𝑤)
(︀
cot
(︀
𝜋(𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝛼2𝜏

𝑡𝑟)
)︀

+ 𝚤
)︀
𝑇𝛼 , (1.71)

𝑀 𝑡𝑟(𝑤) =
𝜋

2𝚤

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼
e (̃︀𝜖2𝛼2 ̃︀𝑤)

sin2 (𝜋(𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝛼2𝜏 𝑡𝑟))
𝑇𝛼 , (1.72)

1.4.2 Рациональный предел
Здесь мы продолжим вырождение тригонометрической системы полученной в предыду-

щем разделе с целью получения т.н. рационального предела полевых уравнений. Конструкция

данного предельного перехода мотивирована рациональным пределом конечномерной задачи

изомонодромных деформаций.

Произведём следующую подстановку

𝜏 𝑡𝑟 = 𝜏 𝑟𝑎2, ̃︀𝑤 = 𝑤𝑟𝑎, ̃︀𝜖1 = 𝜖𝑟1𝑎, ̃︀𝜖2 =
𝜖𝑟2
𝑎
,

где параметр 𝑎 в конечномерном случае соответствовал обратной величине одного из двух пе-

риодов тора 𝑎 ∝ 1/𝜔1. После данной подстановки для 𝜏 𝑟 и 𝑤𝑟 необходимо произвести скейлинг

матриц Лакса и гамильтониана таким образом, чтобы сохранить вид уравнения нулевой кривиз-
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ны в пределе 𝑎→ 0

𝐻𝑟 = lim
𝑎→0

𝑎2𝐻 𝑡𝑟, 𝐿𝑟 = lim
𝑎→0

𝑎𝐿𝑡𝑟, 𝑀 𝑟 = lim
𝑎→0

𝑎2𝑀 𝑡𝑟.

Таким образом, для гамильтониана получаем

𝐻𝑟 =
1

2

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼𝑆−𝛼(︀
𝜖𝑟1𝛼1 + 𝜖𝑟2𝛼2𝜏 𝑟

)︀2 . (1.73)

Соответствующие гамильтоновы уравнения движения имеют вид (1.29)

𝜅𝑟𝜕𝜏𝑟S(𝑥) = [S(𝑥),(𝜕𝑍)−2S(𝑥)]ℎ̄ . (1.74)

Уравнение (1.74) может быть представлено в форме уравнения нулевой кривизны с помощью

матриц 𝐿𝑟 и 𝑀 𝑟 которые имеют следующий вид

𝐿𝑟(𝑤) =
∑︁

𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼
e (𝜖𝑟2𝛼2𝑤

𝑟)

𝜖𝑟1𝛼1 + 𝜖𝑟2𝛼2𝜏 𝑟
𝑇𝛼 , (1.75)

𝑀 𝑟(𝑤) =
1

2𝜋𝚤

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼
e (𝜖𝑟2𝛼2𝑤

𝑟)

(𝜖𝑟1𝛼1 + 𝜖𝑟2𝛼2𝜏 𝑟)
2𝑇

𝛼 , (1.76)

1.4.3 Скейлинговый предел
В данном разделе мы рассмотрим предел полевых уравнений основанный на обобще-

нии [16, 19] предела Иноземцева [20]. Рассмотрим сдвиг параметра эллиптической кривой 𝜏

играющего роль времени неавтономной системы

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2, (1.77)

где 𝜏1 соответствует времени в предельной системе, тогда как 𝜏2 является параметром предела.

Рассматриваемая предельная процедура состоит в сдвиге спектрального параметра

𝑤 = ̃︀𝑤 + 𝜏/2 , (1.78)

с одновременным скейлингом координат

𝑆𝛼 = ̃︀𝑆𝛼𝑞
−𝑔(𝛼2)
2 , где 𝑞2 ≡ e(𝜏2) , 𝑔(𝛼2) = ℎ̄𝜖2

1 − 𝛿𝛼2,0

2
, (1.79)
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и взятии тригонометрического предела ℑ𝑚𝜏2 → +∞. В результате скейлинга (1.79), в пределе

ℑ𝑚𝜏2 → +∞ мы получаем контракцию алгебры Ли скобок Пуассона (1.19){︁̃︀𝑆𝛼,̃︀𝑆𝛽

}︁
= Cℎ̄(𝛼,𝛽)̃︀𝑆𝛼+𝛽 𝑞

𝑔(𝛼2)+𝑔(𝛽2)−𝑔(𝛼2+𝛽2)
2 ,

где ̃︀𝑆𝛼 ≡ ̃︀𝑆𝛼1,𝛼2 , 𝛼 ∈ Z(2). Структурные константы алгебры Ли скобок Пуассона являются сходя-

щимися в пределе ℑ𝑚𝜏2 → +∞ ̃︀𝑆𝛼 при условии

∀𝛼2,𝛽2 ∈ Z : 𝑔(𝛼2) + 𝑔(𝛽2) − 𝑔(𝛼2 + 𝛽2) > 0. (1.80)

Для 𝑔(𝛼2) = 𝜃𝜖2 (1 − 𝛿𝛼20) /2 неравненство (1.80) выполнено тривиальным образом, следователь-

но все ненулевые скобки, соответствующие знаку равненства в (1.80), имеют вид.{︁̃︀𝑆𝛼1,0,̃︀𝑆𝛽1,𝛽2

}︁
=

1

𝜋ℎ̄
sin (𝜋ℎ̄𝛼1𝛽2) ̃︀𝑆𝛼1+𝛽1,𝛽2 . (1.81)

Важной составляющей данной процедуры является то, что мы рассматриваем систему с произ-

вольно большим, но конечным числом отличных от нуля гармоник 𝑆𝛼. Для вычисления предела

гамильтониана (1.26) и операторов Лакса (1.34), (1.36) мы рассмотрим такие значения ℎ̄ и 𝜖2 что

для всех отличных от нуля переменных 𝑆𝛼 выполнено следующее условие

|ℎ̄𝜖2𝛼2| < 1.

Тогда для гамильтониана предельной системы получаем

𝐻 = −𝜋
2

2

∑︁
𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1,0
̃︀𝑆−𝛼1,0

sin2 (𝜋ℎ̄𝜖1𝛼1)
+ 4𝜋2𝑞ℎ̄𝜖21

∑︁
𝛼1∈Z

e (ℎ̄𝜖1𝛼1) ̃︀𝑆𝛼1,1
̃︀𝑆−𝛼1,−1, (1.82)

где 𝑞1 ≡ e(𝜏1). Отметим, что координаты входящие в гамильтониан образуют подалгебру пре-

дельной алгебры Пуассона (1.81). Таким образом, гамильтоновы уравнения движения для коор-

динат входящих в гамильтониан не зависят от остальных координат.

Уравнения движения (1.81)

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛼 =
{︁
𝐻,̃︀𝑆𝛼

}︁
могут быть получены пределом из (1.28). Для координат входящих в гамильтониан данные урав-

нения имеют вид

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛾1,0 = −4𝜋
𝜃
𝑞𝜃𝜖21

∑︀
𝛼1∈Z e (𝜃𝜖1𝛼1) sin(𝜋𝜃𝛾1)

(︁̃︀𝑆𝛾1+𝛼1,1
̃︀𝑆−𝛼1,−1 − ̃︀𝑆𝛾1−𝛼1,−1

̃︀𝑆𝛼11

)︁
,

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛾1,1 = −𝜋
𝜃

∑︀
𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1+𝛾1,1
sin(𝜋𝜃𝛼1)

sin2(𝜋𝜃𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆−𝛼1,0 ,

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛾1,−1 = 𝜋
𝜃

∑︀
𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1+𝛾1,−1
sin(𝜋𝜃𝛼1)

sin2(𝜋𝜃𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆−𝛼1,0 .

(1.83)
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Для получения представления Лакса уравнений (1.83) рассмотрим предел операторов (1.34),

(1.36) и соответствующего уравнения нулевой кривизны (1.35). Поскольку сдвиг спектрального

параметра (1.78) является зависящим от времени, уравнение (1.35) приобретает вид

𝜕𝜏𝐿− 1

2𝜋𝚤
𝜕 ̃︀𝑤 (𝑀 + 𝜋𝚤𝐿) = [𝐿,𝑀 ] ,

где 𝐿 = 𝐿 (S, ̃︀𝑤 + 𝜏/2,𝜏), 𝑀 = 𝑀 (S, ̃︀𝑤 + 𝜏/2,𝜏) . Таким образом, пара Лакса получается в ре-

зультате следующего предела

̃︀𝐿 = lim
ℑ𝑚𝜏2→+∞

𝐿, ̃︁𝑀 = lim
ℑ𝑚𝜏2→+∞

(𝑀 + 𝜋𝚤𝐿) ,

соответствующие операторы Лакса приобретают вид

𝜕𝜏1̃︀𝐿− 1

2𝜋𝚤
𝜕 ̃︀𝑤̃︁𝑀 =

[︁̃︀𝐿,̃︁𝑀]︁ , (1.84)

где

̃︀𝐿 = 𝜋
∑︁

𝛼1∈Z∖{0}

e (−ℎ̄𝜖1𝛼1/2)

sin (𝜋ℎ̄𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆𝛼1,0𝑇

𝛼1,0 − 2𝜋𝚤𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,1𝑇
𝛼1,1 +

+2𝜋𝚤𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(−ℎ̄𝜖1𝛼1 − ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,−1𝑇
𝛼1,−1, (1.85)

̃︁𝑀 = −𝜋
2

2

∑︁
𝛼1∈Z∖{0}

1 + e (−ℎ̄𝜖1𝛼1)

sin2 (𝜋ℎ̄𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆𝛼1,0𝑇

𝛼1,0 + 2𝜋2𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,1𝑇
𝛼1,1 +

+2𝜋2𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(−ℎ̄𝜖1𝛼1 − ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,−1𝑇
𝛼1,−1. (1.86)

Следует отметить, что координаты ̃︀𝑆𝛼, |𝛼2| > 1 не входят в выражения для операторов Лакса. В

результате, мы получаем уравнение представление Лакса (1.84) для уравнений движения (1.83).

Поскольку гамильтониан (1.82) и операторы Лакса (1.85), (1.86) зависят только от координат

вида ̃︀𝑆𝛼, |𝛼2| 6 1, мы можем выразить их через следующие три полевых переменных

ℎ = ℎ(𝑥1) =
∑︁

𝛼1∈Z∖{0}

1

sin2 (𝜋ℎ̄𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆𝛼1,0e (𝛼1𝑥1) ,

𝑓 = 𝑓(𝑥1) =
∑︁
𝛼1∈Z

̃︀𝑆𝛼1,1e (𝛼1𝑥1) , 𝑔 = 𝑔(𝑥1) =
∑︁
𝛼1∈Z

̃︀𝑆𝛼1,−1e (𝛼1𝑥1) .

В терминах данных обозначений гамильтониан (1.82) приобретает вид

𝐻 = 𝜋2

∫︁
𝑆1

(︂
1

2
ℎ(𝑥1) sinh2

(︂
ℎ̄𝜖1𝜕𝑥1

2

)︂
ℎ(𝑥1) + 4𝑞ℎ̄𝜖21 𝑔(𝑥1)e

−ℎ̄𝜖1𝜕𝑥1𝑓(𝑥1)

)︂
d𝑥1.
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Уравнения движения в терминах переменных 𝑓 , 𝑔, и ℎ

sinh2

(︂
ℎ̄𝜖1𝜕𝑥1

2

)︂
𝜕𝜏1ℎ = −4𝜋𝚤

ℎ̄
𝑞ℎ̄𝜖21 sinh

(︂
ℎ̄𝜕𝑥1

2

)︂(︀
𝑓e−𝜖1𝜕𝑥1𝑔 − 𝑔e𝜖1𝜕𝑥1𝑓

)︀
, (1.87)

𝜕𝜏1𝑓 = −𝜋𝚤
ℎ̄
𝑓 sinh

(︂
ℎ̄𝜕𝑥1

2

)︂
ℎ, (1.88)

𝜕𝜏1𝑔 =
𝜋𝚤

ℎ̄
𝑔 sinh

(︂
ℎ̄𝜕𝑥1

2

)︂
ℎ. (1.89)

Операторы Лакса в полевых переменных могут быть записаны с помощью операторов сдвига

e±ℎ̄𝜕𝑥1 :

̃︀𝐿 =
1

4ℎ̄
(ℎ(𝑥1) − ℎ(𝑥1 − ℎ̄𝜖1)) +

𝚤

ℎ̄
𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1 e (ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤) 𝑓(𝑥1 +

ℎ̄

2
)eℎ̄𝜕𝑥1 −

− 𝚤

ℎ̄
𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1 e (−ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤) 𝑔(𝑥1 − ℎ̄𝜖1 −

ℎ̄

2
)e−ℎ̄𝜕𝑥1 , (1.90)

̃︁𝑀 = − 𝜋𝚤

4ℎ̄
(ℎ(𝑥1) + ℎ(𝑥1 − ℎ̄𝜖1)) −

𝜋

ℎ̄
𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1 e (ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤) 𝑓(𝑥1 +

ℎ̄

2
)eℎ̄𝜕𝑥1 −

−𝜋
ℎ̄
𝑞
ℎ̄𝜖2/2
1 e (−ℎ̄𝜖2 ̃︀𝑤) 𝑔(𝑥1 − ℎ̄𝜖1 −

ℎ̄

2
)e−ℎ̄𝜕𝑥1 . (1.91)

1.4.4 Бездисперсионный предел

Общий случай

В бездисперсионном пределе (ℎ̄→ 0) алгебра некоммутативного тора 𝑠𝑖𝑛ℎ̄ переходит ком-

мутативную алгебру гладких функций на торе снабжённую структурой алгебры Ли относительно

скобки Пуассона 𝐻𝑎𝑚(𝑇 2) (см. Приложение (Б)). Соответствующие гамильтоновы потоки об-

разуют представление данной алгебры Ли в векторных полях на торе 𝑆𝑉 𝑒𝑐𝑡(𝑇 2). Определим

неавтономный волчок соответствующий группе диффеоморфизмов тора 𝑆𝐷𝑖𝑓𝑓(𝑇 2) с помощью

следующего предела ℎ̄ → 0 уравнения изомонодромных деформаций для алгебры некоммута-

тивного тора. Пусть

ℎ̄→ 0, 𝜖1,2 → ∞, такие что lim
ℎ̄→0

(ℎ̄𝜖1,2) = 𝜖′1,2 < 1 , 𝜖′1,2 являются иррациональным . (1.92)

В дальнейшем мы будем опускать ′. Пусть S =
∑︀

𝛼 𝑆
𝛼e(𝛼 · 𝑥) ∈ 𝐻𝑎𝑚*(𝑇 2), где e(𝛼 · 𝑥) эле-

менты базиса Фурье (Б.11) на 𝐻𝑎𝑚*(𝑇 2). В терминах базиса Фурье линейная скобка Пуассона

приобретает вид

{𝑆𝛼,𝑆𝛽}1 = (𝛼× 𝛽)𝑆𝛼+𝛽 , 𝛼× 𝛽 = 𝛼1𝛽2 − 𝛼2𝛽1 . (1.93)

Оператор обратный моменту инерции J : 𝐻𝑎𝑚*(𝑇 2) → 𝐻𝑎𝑚(𝑇 2) становится

J : 𝑆𝛼 → ℘(𝜖 · 𝛼)𝑆𝛼 , ℘(𝜖 · 𝛼) = ℘(𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝛼2𝜏 ; 𝜏) ,
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где 𝛼 ∈ Z(2). Данный оператор является хорошо определённым, т.к. 𝜖𝑗 принимает иррациональ-

ные значения. В терминах полевых переменных

J : S(𝑥) → ℘(𝜕𝑍)S(𝑥) (1.94)

где

𝜕𝑍 =
1

2𝜋𝚤(𝜏 − 𝜏)
(𝜖1𝜕1 + 𝜖2𝜏𝜕2)

— оператор задающий комплексную структуру на коммутативном торе 𝑇 2. Более подробно, ком-

плексная структура на торе задаётся следующим отношением 𝜏𝜖2/𝜖1. Квадратичный гамильто-

ниан имеет вид

𝐻 = −1

2

∑︁
𝛾

𝑆𝛾℘(𝜖 · 𝛾)𝑆−𝛾 = 2𝜋2

∫︁
𝑇 2

S(℘(𝜕𝑍)S) , (1.95)

соответствующие уравнения движения

𝜕𝜏S = {S,℘(𝜕𝑍)S} . (1.96)

Или, в терминах угловых скоростей

𝜕𝜏 (℘−1(𝜕𝑍)F) = {℘−1(𝜕𝑍)F,F} . (1.97)

Определим оператор Лакса

𝐿(𝑥;𝑤) =
∑︁

𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼𝜙(𝜖 · 𝛼,𝑤)e(𝛼 · 𝑥) . (1.98)

Следует отметить, что ∫︁
𝑇 2

𝐿(𝑥,𝑤) = 0 .

Таким образом оператор 𝐿 задаёт бездивергентное векторное поле 𝜕1𝐿𝜕2 − 𝜕2𝐿𝜕1.

Предложение 1.3. Уравнения движения (1.96) по-прежнему могут быть представлены в форме

Лакса в бездисперсионном пределе

𝜕𝜏𝐿− 𝜕𝑤𝑀 = {𝐿,𝑀}

где 𝐿 задаётся с помощью (1.98), а

𝑀(𝑥;𝑤) =
∑︁

𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼𝑓(𝜖 · 𝛼,𝑤)e(𝛼 · 𝑥) , (1.99)
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где

𝑓(𝜖 · 𝛼,𝑤) = e(𝜖2𝛼2𝑤)𝜕𝑢𝜑(𝑢,𝑤)|𝑢=𝜖1𝛼1+𝜏𝜖2𝛼2 .

Доказательство Предложения 1.3 эквивалентно доказательству Предложения 1.2. Следует

отметить, что в бездисперсионном пределе операторы 𝐿 и 𝑀 удовлетворяют следующим свой-

ствам квазипериодичности

𝐿(𝑥1,𝑥2;𝑤) = 𝐿(𝑥1 + 𝜖2,𝑥2;𝑤 + 1) , 𝐿(𝑥1,𝑥2;𝑤) = 𝐿(𝑥1,𝑥2 − 𝜖1;𝑤 + 𝜏) ,

𝑀(𝑥1,𝑥2;𝑤) = 𝑀(𝑥1 + 𝜖2,𝑥2;𝑤 + 1) , 𝑀(𝑥1,𝑥2;𝑤) −𝑀(𝑥1,𝑥2 − 𝜖1;𝑤 + 𝜏) = 2𝜋𝑖𝐿(𝑥1,𝑥2,𝑤) .

Тригонометрический предел

В тригонометрическом пределе уравнения (1.29) приобретают вид

𝜕𝜏S(𝑥) = {S(𝑥), (𝜋2/̃︀𝜅2) sin−2(𝜋𝜕𝑍)S(𝑥)} 𝜕𝑍 =
1

2𝜋𝚤
(̃︀𝜖1𝜕1 + ̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟𝜕2) . (1.100)

В терминах угловых скоростей F(𝑥)

F(𝑥) = (J𝑡𝑟)−1S(𝑥) , J𝑡𝑟 =
(︀̃︀𝜅2/𝜋2

)︀
sin2(𝜋𝜕𝑍)

((J𝑡𝑟)−1F)(𝑥) = F(𝑥1 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟) + F(𝑥1 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟) − 2F(𝑥)

эквивалентно

sin2(𝜋𝜕𝑍)𝜕𝜏F(𝑥) = {sin2(𝜋𝜕𝑍)F(𝑥),F(𝑥)} − 𝜋𝜖2 sin(𝜋𝜕𝑍) cos(𝜋𝜕𝑍)𝜕2F(𝑥) (1.101)

или

𝜕𝜏

(︁
F(𝑥1 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑟) + F(𝑥1 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑟) − 2F(𝑥)

)︁
= (1.102)

=
{︁(︀

F(𝑥1 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟) + F(𝑥1 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟))︀,F(𝑥)
}︁
−

−𝜋̃︀𝜖2𝜕2(︁F(𝑥1 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 + 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟) − F(𝑥1 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖1,𝑥2 − 2𝜋𝚤̃︀𝜖2𝜏 𝑡𝑟))︁ .
Данное уравнение может быть представлено в форме уравнения нулевой кривизны с оператора-

ми Лакса из (1.71) и (1.72). В бездисперсионном пределе разложение по базису 𝑇𝛼 переходит в

разложение по базису Фурье

𝐿𝑡𝑟(𝑥1,𝑥2, ̃︀𝑤) = 𝜋
∑︁

𝛼∈Z(2)
𝑓

𝑆𝛼e (̃︀𝜖2𝛼2 ̃︀𝑤)
(︀
cot
(︀
𝜋(𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝛼2𝜏

𝑡𝑟)
)︀

+ 𝚤
)︀

e (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) , (1.103)
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𝑀 𝑡𝑟(𝑥1,𝑥2, ̃︀𝑤) =
𝜋

2𝚤

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑓

𝑆𝛼 e (̃︀𝜖2𝛼2 ̃︀𝑤)

sin2 (𝜋(𝜖1𝛼1 + 𝜖2𝛼2𝜏 𝑡𝑟))
e (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) , (1.104)

Более того, уравнение (1.101) (или (1.102)) представляет из себя условие сохранения монодромии

для следующей системы линейных дифференциальных уравнений

𝜕 ̃︀𝑤Ψ(𝑥1,𝑥2, ̃︀𝑤) + {𝐿(𝑥1,𝑥2, ̃︀𝑤),Ψ(𝑥1,𝑥2, ̃︀𝑤)} = 0 . (1.105)

Рациональный предел

Здесь мы применим бездисперсионный предел к рациональной системе рассмотренной

в разделе 1.4.2. В результате получаем следующие уравнения движения в терминах гармоник

Фурье

𝜕𝜏𝑟𝑆
𝛼 =

∑︁
𝛾∈Z(2)

𝑆𝛾 1

(𝜖𝑟 · 𝛾)2
𝑆𝛼−𝛾 . (𝜖𝑟 · 𝛾 = 𝜖𝑟1𝛾1 + 𝜖𝑟2𝛾2𝜏

𝑡𝑟) , (1.106)

где для сравнения с (1.74) мы опустили 𝜅𝑟. Параметр 𝜅𝑟 в рациональном пределе всегда может

быть поглащён с помощью надлежащего скейлинга свободных параметров 𝜖𝑟1 и 𝜖𝑟2. В терминах

полевых переменных S(𝑥) ∈ 𝐻𝑎𝑚(𝑇 2) уравнение движения (1.106) имеет вид

𝜕𝜏𝑟S = {S,𝜕−2
𝑍 S} . (1.107)

Данное уравнение является гамильтоновым уравнением движения для следующего гамильтони-

ана

𝐻 =
1

2

∫︁
𝑇 2

S𝜕−2
𝑍 S =

1

2

∑︁
𝛼∈Z(2)

1

(𝜖𝑟 · 𝛼)2
𝑆𝛼𝑆−𝛼 . (1.108)

и скобки Пуассона на 𝐻𝑎𝑚(𝑇 2). Следует отметить, что уравнение (1.107) может быть представ-

лено в форме уравнения в частных производных. Для того, чтобы показать это мы перепишем

его в терминах угловых скоростей F(𝑥)

𝜕𝜏𝑟𝜕
2
𝑍F(𝑥,𝜏 𝑟) − {𝜕2𝑍F(𝑥,𝜏 𝑟),F(𝑥,𝜏 𝑟)} + 𝜖𝑟2𝜕2𝜕𝑍F(𝑥,𝜏 𝑟) (1.109)

где 𝜕𝑍 =
𝜖𝑟1𝜕1 − 𝜖𝑟2𝜏

𝑟𝜕2
2𝜋𝚤

. Данное уравнение может быть представлено в форме уравнения нулевой

кривизны. Используя (1.75) и (1.76) мы получаем

𝐿𝑟(𝑥1,𝑥2,𝑤
𝑟) =

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼 e (𝜖𝑟2𝛼2𝑤
𝑟)

𝜖𝑟1𝛼1 + 𝜖𝑟2𝛼2𝜏 𝑟
e (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) =

(︀
𝜕𝑍
)︀−1

S(𝑥1,𝑥2 + 𝜖𝑟2𝑤
𝑟) , (1.110)

𝑀 𝑟(𝑥1,𝑥2,𝑤
𝑟) =

1

2𝜋𝚤

∑︁
𝛼∈Z(2)

𝑆𝛼 e (𝜖𝑟2𝛼2𝑤
𝑟)

(𝜖𝑟1𝛼1 + 𝜖𝑟2𝛼2𝜏 𝑟)
2 e (𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2) (1.111)
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=
1

2𝜋𝚤

(︀
𝜕𝑍
)︀−2

S(𝑥1,𝑥2 + 𝜖𝑟2𝑤
𝑟) .

Уравнение (1.109) эквивалентно условию сохранения монодромии следующей системы линей-

ных уравнений в частных производных

𝜕𝑤𝑟Ψ(𝑥1,𝑥2,𝜏
𝑟,𝑤𝑟) + {𝐿𝑟(𝑥1,𝑥2,𝜏

𝑟,𝑤𝑟),Ψ(𝑥1,𝑥2,𝜏
𝑟,𝑤𝑟)} = 0 , (1.112)

поскольку функция Бейкера-Ахиезера удовлетворяет уравнению

𝜕𝜏𝑟Ψ(𝑥1,𝑥2,𝜏
𝑟,𝑤𝑟) + {𝑀 𝑟(𝑥1,𝑥2,𝜏

𝑟,𝑤𝑟),Ψ(𝑥1,𝑥2,𝜏
𝑟,𝑤𝑟)} = 0 .

Скейлинговый предел

В данном разделе мы воспользуемся процедурой аналогичной рассмотренной ранее в раз-

деле 1.4.3 для случая бездисперсионного предела. Используем сдвиг (1.77) параметра 𝜏 эллип-

тической кривой

𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2,

Предельная процедура заключается в сдвиге спектрального параметра

𝑤 = ̃︀𝑤 + 𝜏/2, (1.113)

надлежащем скейлинге координат

𝑆𝛼 = ̃︀𝑆𝛼𝑞
−𝑔(𝛼2)
2 , 𝑞2 ≡ e(𝜏2), 𝑔(𝛼2) = 𝜖2

1 − 𝛿𝛼2,0

2
, (1.114)

и тригонометрическом пределе ℑ𝑚𝜏2 → +∞. В результате скейлинга (1.79), мы получаем кон-

тракцию скобок Пуассона (1.93) в пределе ℑ𝑚𝜏2 → +∞. Все ненулевые скобки для координат

предельной системы ̃︀𝑆𝛼 имеют вид{︁̃︀𝑆𝛼1,0,̃︀𝑆𝛽1,𝛽2

}︁
= 𝛼1𝛽2 ̃︀𝑆𝛼1+𝛽1,𝛽2 , (1.115)

где ̃︀𝑆𝛼1,𝛼2 ≡ ̃︀𝑆𝛼, 𝛼 ∈ Z(2). Опять, следует отметить, что мы подразумеваем что число координат

𝑆𝛼 отличных от нуля является конечным. Для вычисления пределов гамильтониана (1.95) и

операторов Лакса (1.98), (1.99) мы рассматриваем иррациональные значения 𝜖2 такие, что для

всех отличных от нуля координат 𝑆𝛼 выполнено неравенство

|𝜖2𝛼2| < 1.

Для гамильтониана предельной системы мы получаем

𝐻 = −𝜋
2

2

∑︁
𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1,0 ̃︀𝑆−𝛼1,0

sin2 (𝜋𝜖1𝛼1)
+ 4𝜋2𝑞𝜖21

∑︁
𝛼1∈Z

e (𝜖1𝛼1) ̃︀𝑆𝛼1,1 ̃︀𝑆−𝛼1,−1, (1.116)
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где 𝑞1 ≡ e(𝜏1). Следует отметить, что координаты входящие в гамильтониан предельной систе-

мы образуют подалгебру относительно скобки Пуассона (1.115). Таким образом, гамильтоновы

уравнения движения для данных координат

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛼 =
{︁
𝐻,̃︀𝑆𝛼

}︁
.

не зависят от координат не въодящих в гамильтониан

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛾1,0 = −4𝜋2𝑞𝜖21
∑︁
𝛼1∈Z

𝛾1

(︁̃︀𝑆𝛼1+𝛾1,1e (𝜖1𝛼1) ̃︀𝑆−𝛼1,−1 − ̃︀𝑆𝛼1+𝛾1,−1e (−𝜖1𝛼1) ̃︀𝑆−𝛼1,1
)︁
, (1.117)

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛾1,1 = −𝜋2
∑︁

𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1+𝛾1,1
𝛼1

sin2 (𝜋𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆−𝛼1,0, (1.118)

𝜕𝜏1 ̃︀𝑆𝛾1,−1 = 𝜋2
∑︁

𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1+𝛾1,−1 𝛼1

sin2 (𝜋𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆−𝛼1,0. (1.119)

Данные уравнения движения также могут быть получены переходом к бездисперсионному пре-

делу в уравнениях (1.92). Определим пару Лакса предельной системы с помощью предельного

перехода в (1.98) и (1.99): ̃︀𝐿 = lim
𝑞2→0

𝐿, ̃︁𝑀 = lim
𝑞2→0

(𝑀 + 𝜋𝑖𝐿) . (1.120)

Уравнение нулевой кривизны сохраняет свою форму в данном пределе

𝜕𝜏1̃︀𝐿− 1

2𝜋𝑖
𝜕 ̃︀𝑤̃︁𝑀 =

[︁̃︀𝐿,̃︁𝑀]︁ , (1.121)

где

̃︀𝐿 = 𝜋
∑︁

𝛼1∈Z∖{0}

e (−𝜖1𝛼1/2)

sin (𝜋𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆𝛼1,0e(𝛼1𝑥1) − 2𝜋𝑖𝑞

𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,1e(𝛼1𝑥1 + 𝑥2) +

+2𝜋𝑖𝑞
𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(−𝜖1𝛼1 − 𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,−1e(𝛼1𝑥1 − 𝑥2), (1.122)

̃︁𝑀 = −𝜋
2

2

∑︁
𝛼1∈Z∖{0}

1 + e (−𝜖1𝛼1)

sin2 (𝜋𝜖1𝛼1)
̃︀𝑆𝛼1,0e(𝛼1𝑥1) + 2𝜋2𝑞

𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,1e(𝛼1𝑥1 + 𝑥2) +

+2𝜋2𝑞
𝜖2/2
1

∑︁
𝛼1∈Z

e(−𝜖1𝛼1 − 𝜖2 ̃︀𝑤)̃︀𝑆𝛼1,−1e(𝛼1𝑥1 − 𝑥2). (1.123)

Уравнение (1.121) эквивалентно уравнениям движения (1.117)–(1.119). Таким образом, в пре-

дельной системе представление Лакса описывает только динамику переменных входящих в

гамильтониан (1.116). Поскольку гамильтониан (1.116) зависит только от координат вида ̃︀𝑆𝛼,
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|𝛼2| 6 1, мы можем перейти к следующим трём полевым координатам:

ℎ = ℎ(𝑥1) =
∑︁

𝛼1∈Z∖{0}

̃︀𝑆𝛼1,0e (𝛼1𝑥1) ,

𝑓 = 𝑓(𝑥1) =
∑︁
𝛼1∈Z

̃︀𝑆𝛼1,1e (𝛼1𝑥1) , 𝑔 = 𝑔(𝑥1) =
∑︁
𝛼1∈Z

̃︀𝑆𝛼1,−1e (𝛼1𝑥1) .

В терминах 𝑔,𝑓,ℎ гамильтониан (1.116) принимает следующий вид

𝐻 = 𝜋2

∫︁
𝑆1

(︂
2ℎ(𝑥1) sinh−2

(︂
𝜖1𝜕𝑥1

2

)︂
ℎ(𝑥1) + 4𝑞𝜖21 𝑔(𝑥1)e

−𝜖1𝜕𝑥1𝑓(𝑥1)

)︂
d𝑥1.

Уравнения движения (1.117)–(1.119) в полевых переменных 𝑓 , 𝑔, и ℎ

𝜕𝜏1ℎ = 2𝜋𝚤𝑞𝜖21 𝜕𝑥1

(︀
𝑓e−𝜖1𝜕𝑥1𝑔 − 𝑔e𝜖1𝜕𝑥1𝑓

)︀
, (1.124)

𝜕𝜏1𝑓 = 𝑓
𝜋𝚤

2 sinh2 (𝜖1𝜕𝑥1/2)
𝜕𝑥1ℎ, (1.125)

𝜕𝜏1𝑔 = −𝑔 𝜋𝚤

2 sinh2 (𝜖1𝜕𝑥1/2)
𝜕𝑥1ℎ. (1.126)

Данные уравнения являются гамильтоновыми

𝜕𝜏1ℎ = {𝐻,ℎ} , 𝜕𝜏1𝑓 = {𝐻,𝑓} , 𝜕𝜏1𝑔 = {𝐻,𝑔}

по отношению к следующей скобке Пуассона

{ℎ(𝑥),𝑓(𝑦)} =
𝑓(𝑦)

2𝜋𝚤
𝛿′(𝑥− 𝑦), {ℎ(𝑥),𝑔(𝑦)} = −𝑔(𝑦)

2𝜋𝚤
𝛿′(𝑥− 𝑦),

{𝑓(𝑥),𝑔(𝑦)} = 0,

где 𝛿′(𝑥 − 𝑦) — первая производная дельта-функции Дирака. Отметим, что (1.125) и (1.126)

подразумевают

𝜕𝜏1 (𝑓(𝑥1,𝜏1)𝑔(𝑥1,𝜏1)) = 0.
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2 Вычисление статистической суммы в топологической теории струн

2.1 Квантовые спектральные кривые и А-полиномы
В данном разделе будут описаны линейные рекуррентные соотношения на полиномы за-

цеплений связывающие между собой цветные полиномы ХОМФЛИ для различных симметри-

ческих представлений. Данные линейные рекуррентные соотношения могут быть параметризо-

ваны набором из 𝑛 полиномов Лорана от некоммутативных переменых [49–52], где 𝑛 — число

компонент зацепления. Описанный набор полиномов задаёт уравнение квантовой спектральной

кривой зацепления.

В следующем подразделе мы дадим необходимые определения для случая однокомпонент-

ного зацепления (узла), после чего перейдём к общему случаю зацеплений с произвольным

числом компонент.

2.1.1 Квантовые А-полиномы узлов
В случае однокомпонентного зацепления набор полиномов задающий квантовую спек-

тральную кривую состоит из единственного полинома называемого квантовым А-полиномом

узла. Впервые идея использования полинома от некоммутативных переменных для параметри-

зации линейных рекуррентных соотношений на цветные полиномы узлов была предложена в

работе [49]. Данная гипотеза была доказана С.Гаруфалидисом для случая цветных полиномов

Джонса [50, 51] и недавно обобщена на случай цветных полиномов ХОМФЛИ [52].

Обозначим за ℋ𝒦
[𝑟] неприведённый полином ХОМФЛИ узла 𝒦 соответствующий симмет-

рическому представлению с номером 𝑟. Согласно [52] полином ℋ𝒦
[𝑟+1] может быть получен ли-

нейной комбинацией 𝑘 полиномов соответствующих младшим представлениям

ℋ𝒦
[𝑟+1] =

𝑟∑︁
𝑠=𝑟−𝑘+1

𝐶𝒦
𝑟−𝑠(𝐴,𝑞

𝑟,𝑞)ℋ𝒦
[𝑠], (2.1)

где 𝐶𝒦
1 , . . . ,𝐶

𝒦
𝑘 — заданные рациональные функции, которые определяют рекуррентное соотно-

шение. Минимальное значение 𝑘 - называется порядком данного рекуррентного соотношения.

Следует отметить, что содержание доказанной С.Гаруфалидисом гипотезы заключается в

том, что 𝐶𝒦 зависят от 𝑟 весьма специальным образом — они являются рациональными функция-

ми от 𝑞𝑟. Данный тип зависимости накладывает существенные ограничения на 𝐻𝒦
[𝑟] как функцию

от [𝑟]. Такой тип функций был описан И.Н.Беренштейном в работах [53, 54]. В частности, наи-

более важным свойством 𝐻𝒦
[𝑟] для нас является то, что зависимость от 𝑟 восстанавливается по

конечному (и небольшому) числу значений.

Введём следующие формальные операторы

𝑃 ℋ𝒦
[𝑟] = ℋ𝒦

[𝑟−1], �̂�ℋ𝒦
[𝑟] = 𝑞𝑟ℋ𝒦

[𝑟]. (2.2)
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Для 𝑞 ̸= 1 операторы 𝑃 и �̂� некоммутативные и удоволетворяют соотношениям квантовой

группы

𝑃�̂� = 𝑞 �̂�𝑃 .

Напомним, что в теории Черна-Саймонса 𝑞 = eℎ̄. Данным операторам можно придать смысл

экспонент квантовых операторов импульса и координаты

𝑃 = exp(i𝑝), �̂� = exp(𝑞) [𝑝,𝑞] = iℎ̄. 1

С использованием (2.2) линейное рекуррентное соотношение на ℋ𝒦
[𝑟] может быть представ-

лено в виде следующего уравнения

𝒜𝒦(𝑃 ,�̂�,𝐴,𝑞)ℋ𝒦
[𝑟] = 0, (2.3)

где 𝒜 — некоторый полином от некоммутативных переменных с коэффициентами в рациональ-

ных функциях от 𝐴 и 𝑞. Несложно показать, что для рекуррентного соотношения минимального

порядка 𝑘 данный полином единственен с точностью до домножения справа2 на произвольные

степени 𝑃 и �̂� (и рациональные функции от 𝐴 и 𝑞). Такой полином называется квантовым

А-полиномом узла. В свою очередь, соответствующее данному А-полиному уравнение (2.3) на-

зывается квантовым уравнением спектральной кривой узла.

В терминах производящей функции цветных полиномов ХОМФЛИ в симметрических

представлениях (ограниченной статистической суммы Оогури-Вафы данного узла)

𝒵𝒦(𝑧) =
∞∑︁
𝑟=0

ℋ𝒦
[𝑟]𝑧

𝑟

Индуцированное действие 𝑃 * и �̂�* на производящей функции эквивалентно

𝑃 * ≡ 𝑧 : 𝒵𝒦(𝑧) → 𝑧𝒵𝒦(𝑧),

�̂�* ≡ 𝑇𝑧 : 𝒵𝒦(𝑧) → 𝒵𝒦(𝑧𝑞). (2.4)

Соответственно, 𝑧 и 𝑇𝑧 удовлетворяют противоположным соотношениям

𝑇𝑧 𝑧 = 𝑞 𝑧 𝑇𝑧.

Уравнение (2.3) приобретает эквивалентную форму

𝒜𝒦,𝑜𝑝(𝑧,𝑇𝑧,𝐴,𝑞)𝒵𝒦(𝑧) = 0, (2.5)

2Операторы 𝑃 и �̂� действуют на аргументы ℋ, таким образом уравнение 2.3 остаётся инвариантным при до-
множении 𝒜 на произвольный полином справа.
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где под 𝑜𝑝 мы подразумеваем противоположный некоммутативный полином.

В пределе 𝑞 → 1 квантовый А-полином 𝒜𝒦(𝑃 ,�̂�,𝐴,𝑞) переходит в полином от трёх комму-

тативных переменных 𝒜𝒦(𝑃,𝑄,𝑎) называемый классическим А-полиномом узла. Классические

А-полиномы имеют независимое определение [55]. Связь классических А-полиномов с гипер-

болическим объёмом трёхмерного многообразия полученного удалением узла является пред-

метом классической объёмной гипотезы [56]. Соответствие классического предела квантовых

А-полиномов независимому определению [55] является предметом обобщённой объёмной гипо-

тезы [57].

Явное вычисление 𝒜𝒦(𝑃 ,�̂�,𝑎,𝑞) для заданного узла, как правило, представляет собой

нетривиальную задачу. Сами квантовые А-полиномы известны для небольшого числа приме-

ров. Общие формулы в случае произвольных 𝐴 и 𝑞 для случая твистованных узлов можно найти

в работе [58]. Для частного случая 𝐴 = 𝑞2, соответствующие 𝐴-полиномы известны для класса

т.н. двухмостовых узлов [59] включающего в себя торические и твистованные узлы.

2.1.2 Квантовые спектральные кривые зацеплений
Теперь перейдём к случаю зацеплений с несколькими компонентами. Обозначим неприве-

дённый полином ХОМФЛИ 𝑛-компонентного зацепления ℒ за 𝐻ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

где 𝑟1, . . . ,𝑟𝑛 — номера

симметрических представлений (значения спинов) соответствующие каждой из компонент. Рас-

смотрим следующие формальные операторы 𝑃1, . . . ,𝑃𝑛 и �̂�1, . . . ,�̂�𝑛 действующие на простран-

стве цветных полиномов ХОМФЛИ зацепления ℒ:

𝑃𝑖 ℋℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

= ℋℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑖−1],...,[𝑟𝑛], �̂�𝑖ℋℒ

[𝑟1],...,[𝑟𝑛]
= 𝑞𝑟𝑖ℋℒ

[𝑟1],...,[𝑟𝑛]
. (2.6)

Данные операторы в общем случае некоммутативные и удовлетворяют соотношениям “кванто-

вой группы”:

𝑃𝑖�̂�𝑖 = 𝑞 �̂�𝑖𝑃𝑖, 𝑃𝑗�̂�𝑘 = �̂�𝑘𝑃𝑗, 𝑗 ̸= 𝑘. (2.7)

По аналогии с (2.1) 𝐻ℒ
[𝑟1,...,𝑟𝑛]

удовлетворяют рекуррентным соотношениям по 𝑟1, . . . ,𝑟𝑛. Одна-

ко, в случае многокомпонентных зацеплений существует несколько независимых рекуррентных

соотношений. Таким образом, уравнение квантовой спектральной кривой (2.3) приобретает вид

системы уравнений

𝒜ℒ
𝑘 (𝑃1, . . . ,𝑃𝑛,�̂�1, . . . ,�̂�𝑛,𝐴,𝑞)𝐻

ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

= 0, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑚} (2.8)

где 𝒜ℒ
𝑘 (𝑃 ,�̂�,𝐴,𝑞) — семейство полиномов от некоммутативных переменных. Минимальный на-

бор полиномов порождающих данное семейство в случае многокомпонентных зацеплений не

является единственным. Будем называть два таких набора эквивалентными если каждый из на-

боров порождается другим. Класс эквивалентности таких наборов полиномов (иначе правый

идеал в квантовой алгебре) называется квантовой спектральной кривой.



48

Аналогично (2.5), в терминах производящей функции цветных полиномов ХОМФЛИ в

симметрических представлениях (или, иначе, ограниченной статистической суммы Оогури-

Вафы данного зацепления)

𝒵ℒ(𝑧1, . . . ,𝑧𝑛) =
∑︁

𝑟1,...,𝑟𝑛

ℋℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

𝑧𝑟11 . . . 𝑧𝑟𝑛𝑛

можно записать эквивалентную форму уравнения квантовой спектральной кривой зацепления

𝒜ℒ,𝑜𝑝
𝑘 (𝑧1, . . . ,𝑧𝑛,𝑇𝑧1 , . . . ,𝑇𝑧𝑛 ,𝑎,𝑞)𝒵ℒ

[𝑟1],...,[𝑟𝑛]
(𝑧1, . . . ,𝑧𝑛) = 0, 𝑘 ∈ {1, . . . ,𝑛} (2.9)

где 𝑇𝑧𝑖 отвечает оператору дилатации переменной 𝑧𝑖 в

𝑇𝑧𝑖 : 𝒵ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

(𝑧1, . . . ,𝑧𝑛) → 𝒵ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

(𝑧1, . . . ,𝑞 𝑧𝑖, . . . ,𝑧𝑛),

𝑇𝑧𝑗𝑧𝑘 = 𝑞𝛿𝑘𝑗 𝑧𝑘𝑇𝑧𝑗 .

Здесь, как и в (2.5) под 𝑜𝑝 мы подразумеваем противоположный некоммутативный полином.

На момент написания автором диссертации совместной работы с А.Д.Мироновым,

А.Ю.Морозовым и А.А.Морозовым [15] квантовые спектральные кривые были неизвестны в

случае произвольных 𝐴 и 𝑞 даже для самых простых зацеплений за исключением зацепле-

ния Хопфа. В разделе 2.1.3, следуя [15] мы предъявим общие формулы для 𝐻𝑊
[𝑟],[𝑠] и 𝐻𝐵

[𝑟],[𝑠],[𝑡]

— цветных полиномов ХОМФЛИ зацепления Уайтхэда и колец Борромео для случая произволь-

ных симметрических представлений. С помощью данных формул будут получены квантовые

спектральные кривые соответствующих зацеплений. Таким образом будут обобщены предсказа-

ния [25] для классических спектральных кривых вышеупомянутых зацеплений.

2.1.3 Вычисление полиномов ХОМФЛИ
В данном разделе, будет изучено применение предложенных методов вычисления цветных

полиномов ХОМФЛИ узлов и зацеплений для проверки обобщённой объёмной гипотезы. В част-

ности, будут получены явные формулы цветных полиномов ХОМФЛИ бесконечного семейства

зацеплений, включающего зацепление Уайтхэда и кольца Борромео, для случая симметрических

представлений. Для зацепления Уайтхэда и колец Борромео данные формулы будут представле-

ны в форме q-гипергеометрического ряда. Далее, с помощью алгоритма Д.Зейльбергера будут

получены линейные рекуррентные соотношения, связывающие между собой полиномы ХОМ-

ФЛИ заданных зацеплений в различных симметрических представлениях. В пределе больших

симметрических представлений данные линейные рекуррентные соотношения позволяют по-

лучить квантовые спектральные кривые (т.н. квантовые А-полиномы) соответствующие данным

зацеплениям. Будет показано, что классический предел данных квантовых спектральных кривых

совпадает с предсказаниями работ [25].

С помощью метода кейблинга можно свести вычисление цветных полиномов ХОМФЛИ

для случая произвольных представлений к вычислению полиномов ХОМФЛИ соответствующих
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Рисунок 2.1 — Зацепление Уайтхэда Рисунок 2.2 — кольца Борромео

фундаментальному представлению [21–24]. Мы рассмотрим следующие два зацепления: зацеп-

ление Уайтхэда (Рис. 2.1) и кольца Борромео (Рис. 2.2).

Для сравнения классического предела наших результатов с [25] нам достаточно ограни-

читься полиномами ХОМФЛИ для случая симметрических представлений. Номера симметри-

ческих представлений различных компонент зацеплений мы обозначим за 𝑟, 𝑠 и 𝑡. Рассматри-

ваемые зацепления могут быть представлены в виде замыкания косы из трёх стрендов. Таким

образом, в соответствующей толстой косе будет 2𝑟 + 𝑠 и 𝑟 + 𝑠+ 𝑡 стрендов соответственно.

На основе улучшенной версии метода кейблинга [23, 24] автором диссертации был разра-

ботан програмный пакет для вычисления цветных полиномов ХОМФЛИ. С помощью данного

пакета на персональном компьютере возможно производить вычисления для числа стрендов в

толстой косе не превышающего 12. Таким образом, для случая колец Борромео, прямыми вы-

числениями были получены цветные полиномы ХОМФЛИ для симметрических представлений

𝑟 + 𝑠 + 𝑡 6 12. Кроме того, частный случай данных вычислений 𝑟 = 𝑠 = 𝑡 был проверен

независимыми методами [60].

Используя дифференциальное разложение [18] по известным полиномам ХОМФЛИ для ко-

нечного числа симметрических представлений возможно восстановить общий ответ для случая

произвольных симметрических представлений. Более того, в случае рассматриваемых зацеп-

лений дифференциальное разложение приобретает особенно простой вид, а именно оно может

быть представлено в форме обрывающегося 𝑞-гипергеометрического ряда. Для зацепления Уайт-

хэда соответствующий ряд имеет вид

𝐻W
𝑟,𝑠(𝐴,𝑞) = 1 +

min(𝑟,𝑠)∑︁
𝑘=1

1

𝐴𝑘𝑞𝑘(𝑘−1)/2

𝐷−1

𝐷𝑘−1

𝑘−1∏︁
𝑗=0

𝐷𝑟+𝑗𝐷𝑠+𝑗

𝐷𝑘+𝑗

{𝑞𝑟−𝑗}{𝑞𝑠−𝑗}. (2.10)

Для колец Борромео:

𝐻B
𝑟,𝑠,𝑡(𝐴,𝑞) = 1 +𝐷−1

min(𝑟,𝑠,𝑡)∑︁
𝑘=1

(−)𝑘{𝑞}𝑘 [𝑘]!
𝐷𝑘−2!(︀
𝐷2𝑘−1!

)︀2 𝑘−1∏︁
𝑗=0

𝐷𝑟+𝑗𝐷𝑠+𝑗𝐷𝑡+𝑗{𝑞𝑟−𝑗}{𝑞𝑠−𝑗}{𝑞𝑡−𝑗}. (2.11)
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Здесь {𝑥} = 𝑥 − 1/𝑥 и 𝐷𝑘 = {𝐴𝑞𝑘}. Данные выражения в явном виде симметричны относи-

тельно замены 𝑟 на 𝑠 и перестановок 𝑟,𝑠 и 𝑡 соответственно. Впервые общие выражения были

получены в работе автора диссертации [15]. В известных частных случаях формулы (2.10), (2.11)

согласуются с результатами [60].

Выражения (2.10) и (2.11) соответствуют приведённым полиномам ХОМФЛИ, неприведён-

ные полиномы могут быть получены домжножением на произведение характеров соответствую-

щих симметрических представлений

ℋ𝑊
𝑟,𝑠 = 𝑆*

𝑟𝑆
*
𝑠𝐻

𝑊
𝑟,𝑠, ℋ𝐵

𝑟,𝑠,𝑡 = 𝑆*
𝑟𝑆

*
𝑠𝑆

*
𝑡𝐻

𝐵
𝑟,𝑠,𝑡,

где

𝑆*
𝑟 =

𝑟−1∏︁
𝑖=0

𝐷𝑖

{𝑞𝑟−𝑖}
.

Здесь и далее, под калиграфическими ℋ мы подразумеваем неприведённые полиномы ХОМ-

ФЛИ, тогда как под 𝐻,𝑍 — приведённые.

Следует отметить, что для случая зацеплений состоящих из нескольких компонент, в от-

личие от узлов, приведённые ХОМФЛИ в общем случае не являются полиномами от 𝐴 и 𝑞,

можно лишь утверждать что они являются рациональной функцией от данных переменных. В

дальнейшем мы будем использовать термин “приведённый полином ХОМФЛИ” для зацеплений

в соответствии с устоявшейся терминологией.

В разделе 2.2 мы выведем квантовую спектральную кривую неузла и зацепления Хопфа,

чтобы на простом примере пояснить обозначения. После чего, в разделе 2.3 мы перейдём к вы-

воду рекуррентных соотношений с помощью 𝑞-гипергеометрического ряда и получим квантовые

спектральные кривые для зацеплений Уайтхэда и кольца Борромео.

2.2 Простейшие рекуррентные соотношения и спектральные кривые

2.2.1 Неузел

Рекуррентные соотношения и квантовая спектральная кривая

Приведённый полином ХОМФЛИ неузла по определению равен единице, таким образом

рекуррентное соотношение вырождается в

𝐻𝑈
𝑟 = 𝐻𝑈

𝑟−1 = 1.

Однако, для неприведённого полинома ХОМФЛИ неузла ℋ𝑈
𝑟 = 𝑆*

𝑟 тоже самое рекуррентное

соотношение принимает несколько менее тривиальный вид:

{𝑞𝑟}ℋ𝑈
𝑟 = 𝐷𝑟−1ℋ𝑈

𝑟−1. (2.12)
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В терминах операторов 𝑃 и �̂� (2.2) соотношение (2.12) имеет вид(︁(︁
�̂�− �̂�−1

)︁
−
(︁
𝐴�̂�− 𝐴−1�̂�−1

)︁
𝑃
)︁
ℋ𝑈

𝑟 = 0. (2.13)

Как было отмечено в разделе 2.1 уравнение 2.13 инвариантно относительно домножения справа

на произвольный моном. В результате домножения на 𝐴�̂� мы избавляемся от отрицательных

степеней. Таким образом, квантовый А-полином неузла

𝒜𝑈 =
(︁
𝐴
(︁
�̂�2 − 1

)︁
− 𝑞

(︁
𝐴2�̂�2 − 1

)︁
𝑃
)︁
. (2.14)

Статистическая сумма Оогури-Вафы и квантовая спектральная кривая

Для наших целей достаточно рассмотреть “ограниченную” статистическую сумму Оогури-

Вафы 𝒵(𝑧), а именно, вклад в полную статистическую сумму Оогури-Вафы 𝒵(𝑧) соответству-

ющий симметрическим представлениям. Далее в в тексте, мы всегда будем обозначать данное

ограничение с помощью верхней черты.

Полная статистическая сумма Оогури-Вафы

𝒵{𝑝𝑘} =
∑︁
𝑅

ℋ𝑅𝑆𝑅{𝑝𝑘},

где сумма берётся по всем диаграммам Юнга 𝑅, является функцией вспомогательных пере-

менных 𝑝𝑘. Данные переменные являются симметрическими степенями переменных полиномов

Шура 𝑝𝑘 =
∑︀

𝑖 𝑧
𝑘
𝑖 . Переход к ограниченной статистической сумме соответствует оставлению

одной нетривиальной переменной 𝑧 = 𝑧𝑖. Или, иначе, подстановке 𝑝𝑘 = 𝑧𝑘. Таким образом,

𝒵(𝑧) =
∞∑︁
𝑟=0

ℋ[𝑟]𝑧
𝑟

Для случая неузла полная статистическая сумма Оогури-Вафы и её ограничения могут быть

легко вычислены. Полная статистическая сумма полиномов имеет вид:

𝒵U{𝑝𝑘} =
∑︁
𝑅

ℋU
𝑅𝑆𝑅{𝑝𝑘} =

∑︁
𝑅

𝑆*
𝑅𝑆𝑅{𝑝𝑘} = exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝*𝑘𝑝𝑘
𝑘

)︃
, (2.15)

Тогда как в результате ограничения на случай одной переменной Шура:

𝒵U(𝑧) =
∑︁
𝑟

ℋU
𝑟 𝑧

𝑟 =
∑︁
𝑟

𝑆*
𝑟𝑧

𝑟 = exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝*𝑘𝑧
𝑘

𝑘

)︃
, (2.16)

В данных формулах 𝑝*𝑘 являются следующими комбинациями 𝐴 и 𝑞:

𝑝*𝑘 =
{𝐴𝑘}
{𝑞𝑘}

=
𝐴𝑘 − 𝐴−𝑘

𝑞𝑘 − 𝑞−𝑘

𝐴=𝑞𝑁

=
[𝑁𝑘]

[𝑘]
(2.17)
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Значения вспомогательных переменных (2.17) называются тополгическим локусом. Полиномы

Шура при данных значениях вспомогательных переменных переходят в квантовые размерности

представлений 𝑆𝑅{𝑝*𝑘} = 𝑆*
𝑅.

Формулы для полной статистической суммы неузла (2.15) являются следствием известной

формулы Коши для полиномов Шура, тогда как формулы (2.16) для ограниченной статистиче-

ской суммы следуют напрямую из определения полиномов Шура

∑︁
𝑟

𝑆𝑟{𝑝𝑘}𝑧𝑘 = exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝𝑘𝑧
𝑘

𝑘

)︃
. (2.18)

Здесь следует отметить, что в литературе также широко распространена иная нормировка вспо-

могательных переменных 𝑡𝑘 = 1
𝑘
𝑝𝑘. В терминах 𝑡𝑘 определение (2.18) выглядит ещё проще.

Ограниченная статистическая сумма (2.16) после подстановки 𝑝*𝑘 приобретает следующий

вид

𝒵(𝑧) = exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝*𝑘𝑧
𝑘

𝑘

)︃
= exp

(︃∑︁
𝑘

(𝐴𝑘 − 𝐴−𝑘)𝑧𝑘

𝑘(𝑞𝑘 − 𝑞−𝑘)

)︃
.

Поскольку данная статистическая сумма является производящей функцией полиномов ХОМФЛИ

неузла рекуррентное соотношение (2.12) порождает разностное уравнение на 𝒵(𝑧). Действитель-

но, подставляя (2.12) в (2.16) мы получаем

∑︁
𝑟=0

𝑧𝑟+1
(︁
𝐴𝑞𝑟 − 𝐴−1𝑞−𝑟

)︁
𝑆*
[𝑟] =

∑︁
𝑟=0

(︁
𝑞𝑟+1 − 𝑞−𝑟−1

)︁
𝑆*
[𝑟+1]𝑧

𝑟+1

В результате суммирования каждой из частей по-отдельности мы приходим к следующему функ-

циональному уравнению на статистическую сумму

𝑧
(︁
𝐴𝑇+

𝑧 − 𝐴−1𝑇−
𝑧

)︁
𝒵(𝑧) =

(︁
𝑇+
𝑧 − 𝑇−

𝑧

)︁
𝒵(𝑧)

где 𝑇±
𝑧 обозначают операторы дилатации 𝑇±

𝑧 𝑓(𝑧) = 𝑓(𝑞±1𝑧). Или же, избавляясь от 𝑇−
𝑧 , получа-

ем (︁
𝐴 (1 − 𝐴𝑞𝑧)𝑇 2

𝑧 − (𝐴− 𝑞𝑧)
)︁
𝒵(𝑧) = 0 (2.19)

или, сравнивая с (2.14)

𝒜𝑈,𝑜𝑝(𝑧,𝑇𝑧,𝐴,𝑞)𝒵(𝑧) = 0.

2.2.2 Зацепление Хопфа
Теперь рассмотрим простейший пример зацепления - двухкомпонентное зацепление

Хопфа. Для цветных полиномов ХОМФЛИ данного зацепления существует много эквивалент-
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ных формул. Например, знаменитая формула Россо-Джонса [61–64] для торических узлов и

зацеплений

𝐻H
𝑅,𝑆{𝑝𝑘} = 𝐻H

𝑅,𝑆𝑆𝑅{𝑝𝑘}𝑆𝑆{𝑝𝑘} ∼ 𝑞2�̂�{𝑝}
(︁
𝑆𝑅{𝑝𝑘}𝑆𝑆{𝑝𝑘}

)︁
, (2.20)

здесь �̂� — оператор склейки и разрезания �̂� = �̂�[2]

∑︀
𝑎,𝑏

(︁
(𝑎+ 𝑏)𝑝𝑎𝑝𝑏

𝜕
𝜕𝑝𝑎+𝑏

+ 𝑎𝑏𝑝𝑎+𝑏
𝜕2

𝜕𝑝𝑎𝜕𝑝𝑏

)︁
.

Для вывода рекуррентных соотношения для случая неприведённого полинома ХОМФЛИ

нам будет удобнее воспользоваться альтернативной формулой [25, 65]

ℋH
𝑟,𝑠 =

𝑆𝑟{𝑝(𝑠)𝑘 }
𝑆𝑠{𝑝*𝑘}

=
𝑆𝑠{𝑝(𝑟)𝑘 }
𝑆𝑟{𝑝*𝑘}

(2.21)

где 𝑝(𝑟)𝑘 — обозначает т.н. сдвинутый топологический локус

𝑝
(𝑟)
𝑘 = 𝑝*𝑘 −

{𝑞𝑘𝑟}
𝑞𝑘(𝑟−1)𝐴𝑘

= 𝑝*𝑘 −
𝑞𝑘𝑟 − 𝑞−𝑘𝑟

𝑞𝑘(𝑟−1)𝐴𝑘
(2.22)

В работе [25] на основе данных формул было получено следующее рекуррентное соотношение

𝒵H(𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑟,𝑠

𝐻H
𝑟𝑠 · 𝑆*

[𝑟]𝑆
*
[𝑠] · 𝑥𝑟𝑦𝑠

(2.21)
=

∑︁
𝑟,𝑠

𝑆[𝑟]{𝑝*𝑘}𝑆[𝑠]{𝑝(𝑟)𝑘 }𝑥𝑟𝑦𝑠 =

(2.22)
=

∑︁
𝑟

𝑆*
[𝑟]𝑥

𝑟 exp

(︃
−
∑︁
𝑘

𝐴−𝑘𝑞−𝑘(𝑟−1)(𝑞𝑘𝑟 − 𝑞−𝑘𝑟)
𝜕

𝜕𝑝𝑘

)︃∑︁
𝑠

𝑆*
[𝑠]𝑦

𝑠 =

(2.18)
=

∑︁
𝑟

𝑆*
[𝑟]𝑥

𝑟 exp

(︃
−
∑︁
𝑘

𝐴−𝑘(𝑞𝑘 − 𝑞−𝑘(2𝑟−1))
𝜕

𝜕𝑝𝑘

)︃
exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝𝑘𝑦
𝑘

𝑘

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑝𝑘=𝑝*𝑘

=

=
∑︁
𝑟

𝑆*
[𝑟]𝑥

𝑟 exp

(︃
−
∑︁
𝑘

(𝑞𝑘 − 𝑞−𝑘(2𝑟−1))𝑦𝑘

𝑘𝐴𝑘

)︃
exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝*𝑘𝑦
𝑘

𝑘

)︃
=

= 𝒵U(𝑦)
∑︁
𝑟

1 − 𝑞𝑦𝐴−1

1 − 𝑦𝑞−2𝑟+1𝐴−1
𝑆*
[𝑟]𝑥

𝑟 (2.18)
=

1 − 𝑞𝑦𝐴−1

1 − 𝑞𝑦𝐴−1𝑇−2
𝑥

𝒵U(𝑥)𝒵U(𝑦)

Как следствие

𝒵H(𝑥,𝑦) − 𝑞𝑦

𝐴
𝒵H(𝑞−2𝑥,𝑦) =

(︁
1 − 𝑞𝑦

𝐴

)︁
𝒵U(𝑥)𝒵U(𝑦) (2.23)

Данное рекуррентное соотношение связывает между собой статистические суммы зацепления

Хопфа и тривиального двухкомпонентного зацепления. Для вычисления квантовой спектраль-

ной кривой зацепления нам понадобится исключить тривиальное зацепление из уравнения. В

терминах неприведённых полиномов ХОМФЛИ из (2.23) следует

ℋH
𝑟,𝑠 −

𝑞1−2𝑟

𝐴
ℋH

𝑟,𝑠−1 = 𝑆*
𝑟

(︁
𝑆*
𝑠 −

𝑞

𝐴
𝑆*
𝑠−1

)︁
(2.24)
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Соответственно, для приведённых полиномов ХОМФЛИ

𝐻H
𝑟,𝑠 − 1 =

𝑞{𝑞𝑠}
𝐴𝐷𝑠−1

(︁
𝑞−2𝑟𝐻H

𝑟,𝑠−1 − 1
)︁

(2.25)

В дополнение к описанным рекуррентным соотношениям существует рекурсия по обеим спинам

𝑟 и 𝑠

ℋH
𝑟,𝑠 − 𝑞2ℋH

𝑟−1,𝑠−1 =
𝑞

𝐴
· 𝐴

2𝑞2𝑟+2𝑠−2 − 1

𝑞2𝑟 − 𝑞2𝑠

(︁
ℋH

𝑟−1,𝑠 −ℋH
𝑟,𝑠−1

)︁
=
𝐷𝑟+𝑠−1

{𝑞𝑟−𝑠}

(︁
ℋH

𝑟−1,𝑠 −ℋH
𝑟,𝑠−1

)︁
(2.26)

Здесь следует отметить, что данное рекуррентное соотношение выглядит аналогично и для более

сложных зацеплений.

2.3 Квантовые спектральные кривые и 𝑞-гипергеометрические функции

2.3.1 Зацепление Хопфа
Вывод рекурсивных соотношений (2.25) и (2.25) для зацепления Хопфа из форму-

лы (2.21) невозможно напрямую обобщить на случай более сложных зацеплений. Теперь

мы продемонстрируем подход к выводу данных рекуррентных соотношений с помощью 𝑞-

гипергеометрических рядов. Полином ХОМФЛИ зацепления Хопфа для случая симметрических

представлений может быть представлен в следующей форме:

𝐻H
𝑟,𝑠 = 1 +

min(𝑟,𝑠)∑︁
𝑘=1

(−1)𝑘𝐴−𝑘𝑞−𝑘(𝑟+𝑠)+𝑘(𝑘+3)/2

𝑘−1∏︁
𝑗=0

{𝑞𝑟−𝑗}{𝑞𝑠−𝑗}
𝐷𝑗

. (2.27)

Рекуррентное соотношение с дилатацией 𝐴

Заменяя переменную суммирования 𝑘 на 𝑘 − 1 из 2.27 мы получаем:

𝐻H
𝑟,𝑠

(︀
𝐴
⃒⃒
𝑞
)︀

= 1 − {𝑞𝑟}{𝑞𝑠}
𝐴𝑞𝑟+𝑠−2𝐷0

·𝐻H
𝑟−1,𝑠−1

(︀
𝐴𝑞
⃒⃒
𝑞
)︀
. (2.28)

Далее, сдвигая 𝑟 с помощью соотношения (2.25)

𝐻H
𝑟,𝑠(𝐴) − 1 = 𝑞𝑠{𝑞𝑠}

(︂
1 − 𝐷(𝑟)

𝑞𝑟𝐷0

𝐻H
𝑟,𝑠−1(𝐴𝑞)

)︂
,

далее, также сдвигая 𝑠

𝐻H
𝑟,𝑠(𝐴) +

𝐴𝑞𝑟+𝑠𝐷𝑟𝐷𝑠

𝐷0

·𝐻H
𝑟,𝑠(𝐴𝑞) = 𝐴2𝑞2(𝑟+𝑠).

Поскольку зацепление Хопфа симметрично относительно перемены компонент местами,

без ограничения общности можно считать, что 𝑟 > 𝑠. Тогда, с помощью соотношения (2.28)

вычисление 𝐻H
𝑟,𝑠 сводится к начальному условию 𝐻H

𝑟−𝑠,0 = 1.
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Как следствие, для статистической суммы Оогури-Вафы (производящей функции цветных

полиномов Хомфли)

𝒵H(𝐴|𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑟,𝑠

𝐻H
𝑟,𝑠𝑆

*
[𝑟]𝑆

*
[𝑠]𝑥

𝑟𝑦𝑠

соотношение (2.28) эквивалентно следующему уравнению3

𝒵H(𝐴|𝑥,𝑦) = −𝑥𝑦𝐷0

𝐴
𝒵H
(︁
𝑞𝐴
⃒⃒⃒ 𝑥
𝑞
,
𝑦

𝑞

)︁
+ 𝒵U(𝐴|𝑥)𝒵U(𝐴|𝑦). (2.29)

Статистическая сумма 𝒵H(𝐴|𝑥,𝑦) является рядом по неотрицательным степеням 𝑥 и 𝑦. Таким

образом, соотношение (2.29) позволяет рекуррентно определять коэффициенты при старших

степенях. В роли начальных условий данной рекурсии выступает статистическая сумма соответ-

ствующая неузлу.

Линейные рекуррентные соотношения

Вывод соотношения (2.25) с помощью формулы (2.27) требует использования алгорит-

ма Д.Зейльбергера [66–68] для 𝑞-гипергеометрических функций. Действительно, в терминах 𝑞-

факториалов (𝑛)! =
∏︀𝑛

𝑖=1(1 − 𝑞2𝑖) формула (2.27) приобретает вид

𝐻H
𝑟,𝑠(𝐴 = 𝑞𝑁) =

∑︁
𝑘=0

ℎ𝑟,𝑠(𝑘) =
∑︁
𝑘=0

𝑞2𝑘(𝑘−𝑟−𝑠) (𝑟)!(𝑠)!(𝑁 − 1)!

(𝑟 − 𝑘)!(𝑠− 𝑘)!(𝑁 + 𝑘 − 1)!
. (2.30)

Таким образом 𝐻H
𝑟,𝑠(𝐴 = 𝑞𝑁) является 𝑞-гипергеометрической функцией типа 3𝐹1. Более того,

поскольку 𝑟,𝑠 ∈ Z>0 данный ряд имеет лишь конечное число членов отличных от нуля. Такой

специальный вид 𝑞-гипергеометрической функции называется 𝑞-гипергеометрическим полино-

мом. Тот факт, что верхний предел суммирования можно положить бесконечностью существенно

упростит вывод рекуррентных соотношений.

Используя програмный пакет [66] реализующий алгоритм Д.Зейльбергера мы получаем

следующие рекуррентные соотношения минимального порядка на члены ряда (2.30):4

ℎ𝑟,𝑠(𝑘) − 𝐴

𝑞
𝑞2𝑟

{𝐴𝑞𝑠}
{𝑞𝑠+1}

ℎ𝑟,𝑠+1(𝑘) = 𝐺𝑟,𝑠(𝑘 + 1) −𝐺𝑟,𝑠(𝑘), (2.31)

где

𝐺𝑟,𝑠(𝑘) ≡ {𝐴𝑞𝑘−1}
{𝑞𝑠−𝑘+1}

𝐴𝑞2𝑟+𝑠−2𝑘ℎ𝑟,𝑠(𝑘).

3При выводе данного уравнения мы воспользовались следующим тождеством {𝑞𝑟}𝑆*
[𝑟](𝐴|𝑞) = 𝐷0𝑆

*
[𝑟−1](𝐴𝑞|𝑞).

4Следует отметить, что данные рекуррентные соотношения для случая зацепления Хопфа можно получить и
вручную, однако вывод рекуррентного соотношения минимального порядка для случая более сложных зацеплений
потребует использования алгоритма Д.Зейльбергера. В этом разделе мы на простом примере демонстрируем метод
вычисления, который будет использован для получения квантовых спектральных кривых зацепления Уайтхэда и
колец Борромео.
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Далее, просуммировав по 𝑘 от 0 до ∞ обе стороны (2.31) с учётом граничного условия

−𝐺𝑟,𝑠(0) = 𝑞2𝑟 − 𝐴𝑞2𝑟−1 {𝐴𝑞𝑠}
{𝑞𝑠+1}

мы получаем формулу (2.25). Аналогично, для неприведённых полиномов ХОМФЛИ

ℋH
𝑟,𝑠(𝐴 = 𝑞𝑁) =

∑︁
𝑘=0

h𝑟,𝑠(𝑘) =
∑︁
𝑘=0

𝑞2𝑘(𝑘−𝑟−𝑠)−(𝑁−1)(𝑠+𝑟) (𝑁 + 𝑟 − 1)!(𝑁 + 𝑠− 1)!

(𝑟 − 𝑘)!(𝑠− 𝑘)!(𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑁 − 1)!
.

(2.32)

Соответственно, для членов ряда (2.32)

𝑞−2𝑟 𝑞

𝐴
h𝑟,𝑠(𝑘) − h𝑟,𝑠+1(𝑘) = 𝒢𝑟,𝑠(𝑘 + 1) − 𝒢𝑟,𝑠(𝑘),

где

𝒢𝑟,𝑠(𝑘) ≡ 𝑞𝑠−2𝑘+1 {𝐴𝑞𝑘−1}
{𝑞𝑠−𝑘+1}

h𝑟,𝑠(𝑘).

Наконец, используя граничное условие

−𝒢𝑟,𝑠(0) = 𝑆*
𝑟

(︁
𝑆*
𝑠 −

𝑞

𝐴
𝑆*
𝑠−1

)︁
мы получаем в точности соотношение (2.24).

Для получения квантовой спектральной кривой зацепления нам необходимо получить ли-

нейные рекуррентные соотношения. Таким образом, необходимо избавиться от правой части

(2.24). Сдвигая 𝑠 на единицу мы получаем следующее равенство

{𝑞𝑠}
(︁
ℋH

𝑟,𝑠 −
𝑞1−2𝑟

𝐴
ℋH

𝑟,𝑠−1

)︁
= 𝑞𝐷𝑠−2

(︁
ℋH

𝑟,𝑠−1 −
𝑞1−2𝑟

𝐴
ℋH

𝑟,𝑠−2

)︁
Как следствие, вычитая левые части (2.24) для соседних значений 𝑠 мы получаем следующее

рекуррентное соотношение второго порядка

(︁
𝑞2𝑠 − 𝑞4

𝐴2

)︁
ℋH

𝑟,𝑠−2 −
𝑞

𝐴

(︁
𝑞2𝑠 − 1

)︁
ℋH

𝑟,𝑠−1 −
𝐴

𝑞

(︁
𝑞2𝑠 − 𝑞4

𝐴2

)︁
𝑞2𝑟ℋH

𝑟,𝑠−1 +
(︁
𝑞2𝑠 − 1

)︁
𝑞2𝑟ℋH

𝑟,𝑠 = 0 (2.33)

Здесь следует отметить, что соотношение (2.33) следует из неоднородного линейного соотноше-

ния (2.24). Действительно, пусть

𝒜𝐻
1,2 = 1 − 𝑞

𝐴
�̂�−2

1 𝑃2
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тогда (2.33) имеет вид

𝒜𝐻
1,2ℋH

𝑟,𝑠 = 𝑆*
𝑟

(︁
𝑆*
𝑠 −

𝑞

𝐴
𝑆*
𝑠−1

)︁
. (2.34)

Квантовая спектральная кривая

Правая часть данного неоднороного соотношения зависит от 𝑟 только через 𝑆*
𝑟 — полином

ХОМФЛИ неузла (иначе, полином Шура соответствующий симметрическому представлению 𝑟).

Применим к обеим частям (2.34) следующий оператор (2.14)

𝒜𝑈
1 =

(︁
𝐴
(︁
�̂�2

1 − 1
)︁
− 𝑞

(︁
𝐴2�̂�2

1 − 1
)︁
𝑃1

)︁
. (2.35)

Данный оператор определяет квантовую спектральную кривую неузла в переменных 𝑃1 и �̂�1

соответствующих первой компоненте нашего зацепления, как следствие, он зануляет правую

часть (2.34), после чего мы получаем однородное линейное рекуррентное соотношение второго

порядка эквивалентное (2.33)

𝒜𝑈
1 𝒜𝐻

1,2ℋ𝐻
[𝑟],[𝑠] = 0

Мы воспользуемся данным методом для получения однородных линейных рекуррентных со-

отношений из неоднородных и в дальнейшем для случаев зацепления Уайтхэда и зацепления

кольца Борромео.

Из симметрии относительно перемены компонент зацепления Хопфа местами мы получаем

второе рекуррентное соотношение

𝒜𝑈
2 𝒜𝐻

2,1ℋ𝐻
[𝑟],[𝑠] = 0

Наконец, из (2.26) получаем(︂
(1 − 𝑞2𝑃1𝑃2)(�̂�

2
1 − �̂�2

2) − (𝑃1 − 𝑃2)(
𝐴

𝑞
�̂�2

1�̂�
2
2 −

𝑞

𝐴
)

)︂
ℋ𝐻

[𝑟],[𝑠] ≡ 𝒜𝐿′

1,2ℋ𝐻
[𝑟],[𝑠] = 0 (2.36)

Таким образом ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝒜𝑈

1 𝒜𝐻
1,2ℋ𝐻

[𝑟],[𝑠] = 0,

𝒜𝑈
2 𝒜𝐻

2,1ℋ𝐻
[𝑟],[𝑠] = 0,

𝒜𝐿′
1,2ℋ𝐻

[𝑟],[𝑠] = 0.

(2.37)

Три некоммутативных полинома 𝒜𝑈
1 𝒜𝐻

1,2,𝒜𝑈
2 𝒜𝐻

2,1,𝒜𝐿′
1,2 задают правый идеал в 𝑞-алгебре называ-

емый квантовой спектральной кривой зацепления Хопфа.
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В терминах статистической суммы Оогури-Вафы уравнение (2.37) принимает вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝒜𝐻,𝑜𝑝

1,2 𝒜𝑈,𝑜𝑝
1 𝒵(𝑥,𝑦) = 0,

𝒜𝐻,𝑜𝑝
2,1 𝒜𝑈,𝑜𝑝

2 𝒵(𝑥,𝑦) = 0,

𝒜𝐿′,𝑜𝑝
1,2 𝒵(𝑥,𝑦) = 0.

(2.38)

2.3.2 Зацепление Уайтхэда
В данном разделе будет получена квантовая спектральная кривая зацепления Уайтхэда.

С этой целью мы воспользуемся общей формулой для цветных полиномов ХОМФЛИ данного

зацепления соответствующих произвольным симметрическим представлениям [𝑟] и [𝑠] (2.10):

𝐻W
𝑟,𝑠(𝐴,𝑞) = 1 +

min(𝑟,𝑠)∑︁
𝑘=1

1

𝐴𝑘𝑞𝑘(𝑘−1)/2

𝐷−1

𝐷𝑘−1

𝑘−1∏︁
𝑗=0

𝐷𝑟+𝑗𝐷𝑠+𝑗

𝐷𝑘+𝑗

{𝑞𝑟−𝑗}{𝑞𝑠−𝑗} =

= 1 +𝐷−1

min(𝑟,𝑠)∑︁
𝑘=1

1

𝐴𝑘𝑞𝑘(𝑘−1)/2

𝐷𝑘−2!

𝐷2𝑘−1!

𝑘−1∏︁
𝑗=0

𝐷𝑟+𝑗𝐷𝑠+𝑗 {𝑞𝑟−𝑗}{𝑞𝑠−𝑗}. (2.39)

Рекуррентное соотношение с дилатацией 𝐴

Теперь выведем аналог (2.28). Заменяя переменную суммирования в (2.39) мы получа-

ем семейство рекуррентное соотношение связывающее между собой элементы иерархии 𝐻
(𝑚)
𝑟,𝑠

параметризованной неотрицательным целым числом 𝑚:

𝐻(𝑚)
𝑟,𝑠 (𝐴|𝑞) = 1 +

𝐷𝑚−1𝐷𝑟+𝑚𝐷𝑠+𝑚

𝑞𝑚𝐴𝐷2𝑚𝐷2𝑚+1

{𝑞𝑟−𝑚}{𝑞𝑠−𝑚} ·𝐻(𝑚+1)
𝑟,𝑠 (𝐴|𝑞) (2.40)

в которой полином ХОМФЛИ зацепления Уайтхэда является первым из элементов 𝐻W
𝑟,𝑠(𝐴|𝑞) =

𝐻
(0)
𝑟,𝑠 (𝐴|𝑞). Из-за наличия множителя {𝑞𝑟−𝑚}{𝑞𝑠−𝑚} в правой части соотношения (2.40) следует

𝐻
(𝑚)
𝑟,𝑠 = 1 для 𝑟 = 𝑚 или 𝑠 = 𝑚. Таким образом, применяя (2.40) конечно число раз мы приходим

к одному из граничных условий 𝐻(𝑚)
𝑚,𝑠 = 1 или 𝐻(𝑚)

𝑟,𝑚 = 1.

Ограниченная статистическая сумма Оогури-Вафы зацепления Уайтхэда

𝒵W(𝐴|𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑟,𝑠

𝐻W
𝑟,𝑠𝑆

*
[𝑟]𝑆

*
[𝑠]𝑥

𝑟𝑦𝑠 = 𝒵(0)(𝐴|𝑥,𝑦)

в таком подходе является одним из представителей иерархии производящих функций для поли-

номов

ℋ̃(𝑚)
𝑟,𝑠 ≡ 𝐻(𝑚)

𝑟,𝑠 (𝐴|𝑞)𝑆*
[𝑟−𝑚](𝑞

2𝑚𝐴)𝑆*
[𝑠−𝑚](𝑞

2𝑚𝐴).

Первый член данной иерархии ℋ̃(𝑚=0)
𝑟,𝑠 соответствует неприведённому полиному ХОМФЛИ за-

цепления Уайтхэда. Для 𝑚 > 0 выражения ℋ̃(𝑚)
𝑟,𝑠 более не соответствуют неприведённым полино-

мам ХОМФЛИ зацеплений, однако полезны при записи уравнения на производящую функцию.
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Действительно, определим

𝒵(𝑚)(𝐴|𝑥,𝑦) ≡
∑︁
𝑟,𝑠

ℋ̃(𝑚)
𝑟,𝑠 𝑥

𝑟−𝑚𝑦𝑠−𝑚

тогда, с помощью

𝐷𝑟+𝑚{𝑞𝑟−𝑚}𝑆*
[𝑟−𝑚]

(︀
𝑞2𝑚𝐴

)︀
= 𝐷2𝑚𝐷2𝑚+1𝑆

*
[𝑟−𝑚−1]

(︀
𝑞2(𝑚+1)𝐴

)︀
мы получаем

𝒵(𝑚)(𝐴|𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑟,𝑠

𝑆*
[𝑟−𝑚](𝑞

2𝑚𝐴)𝑆*
[𝑠−𝑚](𝑞

2𝑚𝐴)𝑥𝑟−𝑚𝑦𝑠−𝑚 +
𝐷𝑚−1𝐷2𝑚𝐷2𝑚+1

𝑞𝑚𝐴
×

×
∑︁
𝑟,𝑠

𝐻(𝑚+1)
𝑟,𝑠 (𝐴|𝑞)𝑆*

[𝑟−𝑚−1]

(︀
𝑞2(𝑚+1)𝐴

)︀
𝑆*
[𝑠−𝑚−1]

(︀
𝑞2(𝑚+1)𝐴

)︀
𝑥𝑟−𝑚𝑦𝑠−𝑚

т.е.

𝒵(𝑚)(𝐴|𝑥,𝑦) − 𝑥𝑦𝐷𝑚−1𝐷2𝑚𝐷2𝑚+1

𝑞𝑚𝐴
𝒵(𝑚+1)(𝐴|𝑥,𝑦) = 𝒵U(𝐴𝑞2𝑚|𝑥)𝒵U(𝐴𝑞2𝑚|𝑦)

Линейные рекуррентные соотношения

Соотношение (2.26) для зацепления Хопфа, практически без изменений выполняется для

зацепления Уайтхэда5. В чём можно убедиться непосредственно из общей формулы (2.39)

ℋ𝑊
𝑟,𝑠 −ℋ𝑊

𝑟−1,𝑠−1 =
𝑞

𝐴
· 𝐴

2𝑞2𝑟+2𝑠−2 − 1

𝑞2𝑟 − 𝑞2𝑠

(︁
ℋ𝑊

𝑟−1,𝑠 −ℋ𝑊
𝑟,𝑠−1

)︁
=
𝐷𝑟+𝑠−1

{𝑞𝑟−𝑠}

(︁
ℋW

𝑟−1,𝑠 −𝒲H
𝑟,𝑠−1

)︁
(2.41)

Соответствующее рекуррентное соотношение порождает функциональное уравнение на ограни-

ченную статистическую сумму Оогури-Вафы (производящую функцию данных полиномов)

(1 − 𝑥𝑦𝑞2)
(︁
𝒵W(𝑞2𝑥,𝑦) −𝒵W(𝑥,𝑞2𝑦)

)︁
=
𝑞

𝐴
(𝑥− 𝑦)

(︁
𝐴2𝒵W(𝑞2𝑥,𝑞2𝑦) −𝒵W(𝑥,𝑦)

)︁
.

Наконец, наименее тривиальным образом можно вычислить линейное рекуррентное соот-

ношение, которое связывает между собой полиномы ХОМФЛИ при различных значениях 𝑠 и

фиксированном значении 𝑟. Прежде всего, выразим (2.39) в терминах 𝑞-факториалов:

𝐻W
𝑟,𝑠(𝐴 = 𝑞𝑁) =

∑︁
𝑘=0

(−)𝑘+1𝑞𝑘
2+𝑘−2𝑘(𝑟+𝑠+𝑁)+𝑁−1 𝐷−1×

× (𝑟)!(𝑠)!(𝑟 +𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑠+𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑁 + 𝑘 − 2)!

(𝑟 − 𝑘)!(𝑠− 𝑘)!(𝑟 +𝑁 − 1)!(𝑠+𝑁 − 1)!(𝑁 + 2𝑘 − 1)!

5Единственное отличие от (2.26) заключается в отсутствии множителя 𝑞2 перед ℋ𝑊
𝑟−1,𝑠−1. Данный множитель

можно устранить с помощью надлежащего выбора нормировки.
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Аналогично, для неприведённых полиномов мы имеем

ℋW
𝑟,𝑠(𝐴 = 𝑞𝑁) =

∑︁
𝑘=0

(−)𝑘+1𝑞𝑘
2+𝑘−2𝑘(𝑟+𝑠+𝑁)+(1−𝑠−𝑟)(𝑁−1) 𝐷−1×

× ((𝑟 +𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑠+𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑁 + 𝑘 − 2)!

(𝑟 − 𝑘)!(𝑠− 𝑘)!(𝑁 + 2𝑘 − 1)!(𝑁 − 1)!(𝑁 − 1)!

≡
∑︁
𝑘

hW𝑟,𝑠(𝑘)

Теперь воспользуемся алгоритмом Д.Зейльбергера. Члены hW𝑟,𝑠 ряда удовлетворяют следующему

неоднородному линейному рекуррентному соотношению

𝐷2𝑠+5

𝐴2𝑞2𝑠
hW𝑟,𝑠(𝑘)+

+

(︂(︁
𝑞𝑟−𝑠+2 + 𝑞−𝑟−𝑠 − 𝑞𝑠−𝑟+4

)︁𝐷𝑟+𝑠+1𝐷2𝑠+5

𝐴2
+
𝐷𝑠+5𝐷2𝑠+5

𝐴2𝑞𝑠
−

−𝑞
𝑟−2𝑠−3

𝐴2
𝐷𝑟+2𝐷2𝑠+5 − 𝑞2𝑠+8{𝑞2}

)︂
hW𝑟,𝑠+1(𝑘)+

+𝐷2𝑠+4

(︂
𝑞3

𝐴2
𝐷2

𝑠+𝑟+2 +
𝑞1−𝑟

𝐴2
𝐷𝑠+𝑟+2(𝐷𝑠+2 + 𝑞3𝐷𝑠+1)−

−𝑞
2−𝑟

𝐴2
𝐷2𝑠+5𝐷𝑟 −

𝑞1−𝑠

𝐴2
𝐷2𝑟−1𝐷𝑠+1 −

𝑞3−2𝑟

𝐴2
(𝐴2𝑞4𝑟 + 1)

)︂
hW𝑟,𝑠+2(𝑘)−

−
(︂
𝑞𝑟+2

𝐴
𝐷2𝑠+3𝐷𝑠+2𝐷𝑠+𝑟+3 +

𝑞𝑠−𝑟+6

𝐴2
𝐷2𝑠+3𝐷𝑠+𝑟+3+

+
𝑞2𝑠−2𝑟+7

𝐴
𝐷2𝑠+3 −

𝑞3

𝐴
𝐷2𝑠+5

)︂
hW𝑟,𝑠+3(𝑘)+

+𝑞8+2𝑠𝐷2𝑠+3h
W
𝑟,𝑠+4(𝑘) = 𝒢𝑟,𝑠(𝑘 + 1) − 𝒢𝑟,𝑠(𝑘)

(2.42)

где

𝒢𝑟,𝑠(𝑘) = 𝑞2𝑘𝐷2𝑘−1𝐷2𝑘−2𝐷2𝑠+5𝐷2𝑠+4𝐷2𝑠+3{𝑞2−𝑘}{𝑞3−𝑘}{𝑞4−𝑘}{𝑞5−𝑘}
𝑠−2∏︁
𝑖=0

{𝑞𝑘−2−𝑖}
{𝑞𝑘−6−𝑖}

hW𝑟,𝑠(𝑘).

соответственно

−𝒢𝑟,𝑠(0) =
𝑆*
𝑟𝐷2𝑠+3𝐷2𝑠+4𝐷2𝑠+5

{𝑞𝑠+3}{𝑞𝑠+4}

𝑠+2∏︁
𝑖=1

𝐷𝑖−3

{𝑞𝑖}
.
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Суммируя (2.42) по 𝑘 получаем

𝐷2𝑠+5

𝐴2𝑞2𝑠
ℋW

𝑟,𝑠+

+
(︁(︁(︁

𝑞𝑟−𝑠+2 + 𝑞−𝑟−𝑠 − 𝑞𝑠−𝑟+4
)︁
𝐷𝑟+𝑠+1 + 𝑞−𝑠𝐷𝑠+5−

−𝑞𝑟−2𝑠−3𝐷𝑟+2

)︀ 𝐷2𝑠+5

𝐴2
− 𝑞2𝑠+8{𝑞2}

)︂
ℋW

𝑟,𝑠+1+

+
(︀
𝑞3𝐷2

𝑠+𝑟+2 + 𝑞1−𝑟𝐷𝑠+𝑟+2(𝐷𝑠+2 + 𝑞3𝐷𝑠+1) − 𝑞2−𝑟𝐷2𝑠+5𝐷𝑟−

−𝑞1−𝑠𝐷2𝑟−1𝐷𝑠+1 − 𝑞3−2𝑟(𝐴2𝑞4𝑟 + 1)
)︀ 𝐷2𝑠+4

𝐴2
ℋW

𝑟,𝑠+2−

−
(︂
𝑞𝑟+2

𝐴
𝐷2𝑠+3𝐷𝑠+2𝐷𝑠+𝑟+3 +

𝑞𝑠−𝑟+6

𝐴2
𝐷2𝑠+3𝐷𝑠+𝑟+3+

𝑞2𝑠−2𝑟+7

𝐴
𝐷2𝑠+3 −

𝑞3

𝐴
𝐷2𝑠+5

)︂
ℋW

𝑟,𝑠+3+

+𝑞8+2𝑠𝐷2𝑠+3ℋW
𝑟,𝑠+4 =

=
𝑆*
𝑟𝐷2𝑠+3𝐷2𝑠+4𝐷2𝑠+5

{𝑞𝑠+3}{𝑞𝑠+4}

𝑠+2∏︁
𝑖=1

𝐷𝑖−3

{𝑞𝑖}
(2.43)

Квантовая спектральная кривая

Левая часть уравнения (2.43) может быть представлена как результат действия некоммута-

тивного полинома Лорана от 𝑃1,𝑃2,𝑄1,𝑄2,𝐴,𝑞, который мы обозначим за 𝒜𝑊𝐻
1,2 (𝑃1,𝑃2,𝑄1,𝑄2,𝐴,𝑞),

тогда

𝒜𝑊
1,2ℋ𝑊

[𝑟],[𝑠] =
𝑆*
𝑟𝐷2𝑠+3𝐷2𝑠+4𝐷2𝑠+5

{𝑞𝑠+3}{𝑞𝑠+4}

𝑠+2∏︁
𝑖=1

𝐷𝑖−3

{𝑞𝑖}
(2.44)

Заметим, что правая часть соотношения (2.44) зависит от 𝑟 только через 𝑆*
𝑟 . Таким образом, как и

в случае зацепления Хопфа, применяя оператор соответствующий квантовой спектральной кри-

вой неузла (2.14) мы избавляемся от правой части, получая линейное однородное рекуррентное

соотношение пятого порядка

𝒜𝑈
1 𝒜𝑊

1,2ℋ𝑊
[𝑟],[𝑠] = 0

Из симметрии относительно перемены компонент зацепления Уайтхэда

𝒜𝑈
2 𝒜𝑊

2,1ℋ𝑊
[𝑟],[𝑠] = 0.

Наконец, соотношение (2.41) порождает(︂
(1 − 𝑃1𝑃2)(�̂�

2
1 − �̂�2

2) − (𝑃1 − 𝑃2)(
𝐴

𝑞
�̂�2

1�̂�
2
2 −

𝑞

𝐴
)

)︂
ℋ𝑊

[𝑟],[𝑠] ≡ 𝒜𝐿
1,2ℋ𝑊

[𝑟],[𝑠] = 0 (2.45)
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6 Таким образом, квантовая спектральная кривая зацепления Уайтхэда имеет следующий вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝒜𝑈

1 𝒜𝑊
1,2ℋ𝑊

[𝑟],[𝑠] = 0,

𝒜𝑈
2 𝒜𝑊

2,1ℋ𝑊
[𝑟],[𝑠] = 0,

𝒜𝐿
1,2ℋ𝑊

[𝑟],[𝑠] = 0.

(2.46)

Аналогично в терминах индуцированного действия на производящую функцию полиномов

ХОМФЛИ (ограниченнную статистическую сумму Оогури-Вафы)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝒜𝑊,𝑜𝑝

1,2 𝒜𝑈,𝑜𝑝
1 𝒵𝑊 (𝑥,𝑦) = 0,

𝒜𝑊,𝑜𝑝
2,1 𝒜𝑈,𝑜𝑝

2 𝒵𝑊 (𝑥,𝑦) = 0,

𝒜𝐿,𝑜𝑝
1,2 𝒵𝑊 (𝑥,𝑦) = 0.

2.3.3 Зацепление кольца Борромео
Для вывода рекуррентных соотношений воспользуемся общей формулой (2.11) полученной

автором диссертации

𝐻B
𝑟,𝑠,𝑡(𝐴,𝑞) = 1 +𝐷−1

min(𝑟,𝑠,𝑡)∑︁
𝑘=1

(−)𝑘{𝑞}𝑘 [𝑘]!
𝐷𝑘−2!(︀
𝐷2𝑘−1!

)︀2 𝑘−1∏︁
𝑗=0

𝐷𝑟+𝑗𝐷𝑠+𝑗𝐷𝑡+𝑗{𝑞𝑟−𝑗}{𝑞𝑠−𝑗}{𝑞𝑡−𝑗} (2.47)

Данное выражение в явном виде симметрично относительно перестановок 𝑟, 𝑠 и 𝑡. Более то-

го, если положить 𝑟 = 0 что соответствует тривиальному представлению одной из компонент,

то ответ становится равен 1, поскольку зацепление сводится к несвязной сумме двух неузлов.

Здесь также следует отметить, что точные вычисления квантовой спектральной кривой данно-

го зацепления представляют особый интерес с точки зрения проверки обобщённой (квантовой)

объёмной гипотезы, поскольку квантовые поправки к (2.47) возникают в четвёртом порядке

{𝑞}4 ≡ (𝑞 − 1/𝑞)4.

Линейные рекуррентные соотношения

Непосредственной проверкой можно убедиться, что соотношение (2.41) выполнено и для

случая зацепления кольца Борромео

ℋ𝐵
𝑟,𝑠,𝑡 −ℋ𝐵

𝑟−1,𝑠−1,𝑡 =
𝑞

𝐴
· 𝐴

2𝑞2𝑟+2𝑠−2 − 1

𝑞2𝑟 − 𝑞2𝑠

(︁
ℋ𝐵

𝑟−1,𝑠,𝑡 −ℋ𝐵
𝑟,𝑠−1,𝑡

)︁
=
𝐷𝑟+𝑠−1

{𝑞𝑟−𝑠}

(︁
ℋB

𝑟−1,𝑠 −ℋB
𝑟,𝑠−1

)︁
(2.48)

Из симметрии относительно перестановок, следует два дополнительных соотношения вида

(2.48) для пар 𝑟,𝑡 и 𝑠,𝑡. Для получения нетривиального линейного рекуррентного соотношения

6Единственное различие (2.45) с аналогичной формулой для зацепления Хопфа (2.36) в отсутствии множителя
𝑞2 перед 𝑃1𝑃2. Одно уравнение переводится в другое скейлингом 𝑃1,2, или, иначе, выбором нормировки ℋ[𝑟],[𝑠].
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необходимо переписать (2.47) через квантовые факториалы:

𝐻B
𝑟,𝑠,𝑡(𝐴 = 𝑞𝑁) − 1 =

∑︁
𝑘

(−)𝑘𝑞3𝑘
2−𝑘−2𝑘(𝑟+𝑠+𝑡)+

𝑁(𝑁+1)
2

−1×

× (𝑟)!(𝑠)!(𝑟 +𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑠+𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑡+𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑁 + 𝑘 − 2)!𝑘!

(𝑟 − 𝑘)!(𝑠− 𝑘)!(𝑡− 𝑘)!(𝑟 +𝑁 − 1)!(𝑠+𝑁 − 1)!(𝑡+𝑁 − 1)! ((𝑁 + 2𝑘 − 1)!)2

Соответственно, для неприводимых полиномов имеем

ℋB
𝑟,𝑠,𝑡(𝐴 = 𝑞𝑁) =

∑︁
𝑘

(−)𝑘𝑞3𝑘
2−𝑘−2𝑘(𝑟+𝑠+𝑡)+(1−𝑁)(𝑠+𝑟+𝑡)+

𝑁(𝑁+1)
2

−1×

×(𝑟 +𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑠+𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑡+𝑁 + 𝑘 − 1)!(𝑁 + 𝑘 − 2)!𝑘!

(𝑟 − 𝑘)!(𝑠− 𝑘)!(𝑡− 𝑘)! ((𝑁 + 2𝑘 − 1)!)2
. (2.49)

Используя программный пакет [66] можно вывести неоднороные линейные рекуррентные соот-

ношения на члены ряда (2.49). Данные соотношения занимают несколько страниц, однако легко

генерируются в Mathematica или Maple с помощью обычного персонального компьютера. Мы

не будем приводить их полный вид в тексте, ограничившись первым и последним членом

𝐷2𝑠+3𝐷2𝑠+4𝐷2𝑠+5𝐷2𝑠+10𝐷2𝑠+11ℋB
𝑟,𝑠,𝑡 + . . .+𝐷2𝑠+1𝐷2𝑠+2𝐷2𝑠+7𝐷2𝑠+8𝐷2𝑠+9ℋB

𝑟,𝑠+6,𝑡 = . . .

В следующем разделе мы выпишем полную форму классического предела данных уравнений и

соответствующую классическую спектральную кривую

2.4 Спектральные кривые и проверка гипотезы AENV.
В разделе 2.1 мы определили квантовые спектральные кривые зацеплений. Основным ин-

гридиентом данного определения были некоммутативные операторы 𝑃𝑖 и �̂�𝑖 (2.6)

𝑃𝑖𝐻
ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

= 𝐻ℒ
[𝑟+1], �̂�𝑖𝐻

ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

= 𝑞𝑟𝑖𝐻ℒ
[𝑟1],...,[𝑟𝑛]

. (2.50)

𝑃𝑖�̂�𝑖 = 𝑞 �̂�𝑖𝑃𝑖, 𝑃𝑗�̂�𝑘 = �̂�𝑘𝑃𝑗, 𝑗 ̸= 𝑘. (2.51)

Напомним, в пределе 𝑞 = eℎ̄ → 1 данные операторы переходят в коммутативные. А

соответствующие квантовые спектральные кривые (2.8) переходят в системы алгебраических

уравнений — классические спектральные кривые зацеплений. В недавней работе М.Аганаджич,

Т.Экхольм, Л.Нг, К.Вафа [25] были вычислены классические спектральные кривые некоторых

зацеплений с помощью метода контактных гомологий. Кроме торических и композитных зацеп-

лений в [25] были рассмотрены зацепление Уайтхэда и кольца Борромео, именно в этих двух

случаях сравнение классического предела квантовых спектральных кривых с предсказанием [25]

представляет нетривиальную проверку обобщённой объёмной гипотезы. В данном разделе мы

проведём вычисления спектральных кривых для случая неузла, зацепления Хопфа, зацепления

Уайтхэда и зацепления кольца Борромео.
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2.4.1 Неузел
Рассмотрим квазиклассическое разложение статистической суммы Оогури-Вафы при ма-

лых значениях ℎ̄ = log 𝑞:

𝒵U = exp

(︃∑︁
𝑘

𝑝*𝑘𝑧
𝑘

𝑘

)︃
= exp

(︃∑︁
𝑘

(𝐴𝑘 − 𝐴−𝑘)𝑧𝑘

𝑘(𝑞𝑘 − 𝑞−𝑘)

)︃
= exp

(︂
1

ℎ̄
𝑊U(𝐴|𝑧) +𝑂(1)

)︂
где

𝑊U(𝐴|𝑧) =
∑︁
𝑘

(︂
𝐴𝑘𝑧𝑘

2𝑘2
− 𝐴−𝑘𝑧𝑘

2𝑘2

)︂
. (2.52)

Аналогом спектральной кривой Зайберга-Виттена является алгебраическое уравнение связыва-

ющее 𝜇 = exp
(︁
𝑧 𝜕𝑊 (𝐴|𝑧)

𝜕𝑧

)︁
и 𝑧. Из (2.52) получаем

2 log 𝜇 =
∑︁
𝑘

(︂
𝐴𝑘𝑧𝑘

𝑘
− 𝐴−𝑘𝑧𝑘

𝑘

)︂
= log(1 − 𝑧/𝐴) − log(1 − 𝑧𝐴)

Или, эквивалентно

ΣU : 𝜇2 (1 − 𝑧𝐴) = 1 − 𝑧/𝐴. (2.53)

Соответствующий дифференциал Зайберга-Виттена в терминах данных переменных имеет вид
𝑑𝑧
𝑧

log 𝜇.7

Спектральная кривая (2.53) совпадает с классическим пределом квантовой спектральной

кривой неузла (2.19). Действительно, обозначим коммутативный аналог оператора дилатации 𝑇𝑧

в пределе 𝑞 → 1 за 𝜇(︁
𝐴 (1 − 𝐴𝑞𝑧)𝑇 2

𝑧 + (𝐴− 𝑞𝑧)
)︁
𝒵𝑈(𝐴|𝑧) = 0

𝑞→1−→ (1 − 𝑧𝐴)𝜇2 = 1 − 𝑧/𝐴

7Для сравнения с [25] необходимо сделать следующую замену переменных

𝑥 =
1

𝜇2
, 𝑦 =

𝐴

𝑧

тогда (2.53) приобретает вид :

(𝐴/𝑧) + 𝜇−2 − (𝐴/𝑧)𝜇−2 = 𝐴2 −→ 𝑥+ 𝑦 − 𝑥𝑦 = 𝐴2
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2.4.2 Зацепление Хопфа
Квантовая спектральная кривая зацепления Хопфа имеет вид (2.37)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝒜𝐻,𝑜𝑝
1,2 𝒜𝑈,𝑜𝑝

1 𝒵(𝑥,𝑦) = 0,

𝒜𝐻,𝑜𝑝
2,1 𝒜𝑈,𝑜𝑝

2 𝒵(𝑥,𝑦) = 0,

𝒜𝐿′,𝑜𝑝
1,2 𝒵(𝑥,𝑦) = 0.

(2.54)

где

𝒜𝑈,𝑜𝑝
𝑖 =

(︁
𝐴
(︁
𝑇 2
𝑧𝑖
− 1
)︁
− 𝑞𝑧𝑖

(︁
𝐴2𝑇 2

𝑧𝑖
− 1
)︁)︁

,

𝒜𝐻,𝑜𝑝
𝑖,𝑗 = 1 − 𝑞

𝐴
𝑇−2
𝑧𝑖
𝑧𝑗,

𝒜𝐿′,𝑜𝑝
𝑖,𝑗 =

(︂
(𝑇 2

𝑧𝑖
− 𝑇 2

𝑧𝑗
)(1 − 𝑞2𝑧𝑖𝑧𝑗) − (

𝐴

𝑞
𝑇 2
𝑧𝑖
𝑇 2
𝑧𝑗
− 𝑞

𝐴
)(𝑧𝑖 − 𝑧𝑗)

)︂
.

В классическом пределе 𝑞 → 1 операторы 𝑧𝑖 и 𝑇𝑧𝑗 становятся коммутативными, а система (2.54)

переходит в систему алгебраических уравнений. Обозначим собственные значения операторов

дилатации за

𝑇𝑧1 → 𝜇1, 𝑇𝑧2 → 𝜇2.

Тогда в квазиклассическом пределе⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐴𝜇2

1(1 − 𝑧1𝐴) − (𝐴− 𝑧1)) (𝐴𝜇2
1 − 𝑧2) = 0,

(𝐴𝜇2
2(1 − 𝑧2𝐴) − (𝐴− 𝑧2)) (𝐴𝜇2

2 − 𝑧1) = 0,

𝐴(1 − 𝑧1𝑧2)(𝜇
2
1 − 𝜇2

2) − (𝑧1 − 𝑧2)(𝐴
2𝜇2

1𝜇
2
2 − 1) = 0.

(2.55)

Данное уравнение имеет две нетривиальных ветви решений.

1. Случай [1] ⊗ [1]. Действительно, предположим один из факторов соответствующих

неузлу равен нулю. Без ограничения общности можно выбрать первый, тогда подстав-

ляя

𝜇1 =

√︃
𝐴− 𝑧1

𝐴(1 − 𝑧1𝐴)

в последнее уравнение получаем

(︀
𝑧21 − 1

)︀ (︀
𝐴2𝜇2

2𝑧2 − 𝐴𝜇2
2 + 𝐴− 𝑧2

)︀
= 0.

Легко убедиться, что 𝑧1 = ±1 будет соответствовать нульмерному решению, тогда как

нетривиальная часть

𝐴2𝜇2
2𝑧2 − 𝐴𝜇2

2 + 𝐴− 𝑧2
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есть не что иное, как классическая спектральная кривая неузла. Таким образом, в дан-

ном случае мы получаем произведение двух кривых неузла:

𝑉 𝐻
[1]⊗[1] =

{︃
𝐴𝜇2

1(1 − 𝑧1𝐴) − (𝐴− 𝑧1) = 0,

𝐴𝜇2
2(1 − 𝑧2𝐴) − (𝐴− 𝑧2) = 0.

2. Случай [2]. На другой ветви решений системы (2.55), оба уравнения неузла являются

невыполнеными, таким образом

𝑉 𝐻
[2] =

{︃
𝐴𝜇2

1 = 𝑧2,

𝐴𝜇2
2 = 𝑧1.

2.4.3 Зацепление Уайтхэда
Квантовая спектральная кривая зацепления Уайтхэда (2.46) в квазиклассическом пределе

для малых значений ℎ̄ переходит в систему алгебраических уравнений. За счёт факторизации,

аналогично случаю зацепления Хопфа, данная система имеет две ветви решений. Первая ветвь

соответствует произведению двух неузлов. Вторая, нетривиальная ветвь, получается пределом

из квантовых уравнений (2.41) и (2.43). Ниже мы приведём только систему алгебраических

уравнений определяющую только нетривиальную ветвь решений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐴(𝜇1 − 𝜇2)(1 − 𝑧1𝑧2) − (𝐴2𝜇1𝜇2 − 1)(𝑧1 − 𝑧2) = 0,

𝜇2
2𝜇1𝐴

4 +
(︁
− 𝜇2

1𝜇
2
2𝐴

4 + (𝜇2
1 − 𝜇1𝜇2 + 2𝜇1 − 𝜇2)𝜇2𝐴

2 + (𝜇2 − 𝜇1)
)︁
𝐴𝑧2+

+
(︁

(𝜇1𝜇2 + 𝜇2 − 2𝜇1)𝜇1𝜇2𝐴
4 + (𝜇2

1 − 4𝜇1𝜇2 + 𝜇2
2 + 𝜇1 − 2𝜇2)𝐴

2 + 1
)︁
𝑧22+

+
(︁

(𝜇1𝜇2 − 𝜇2
2 + 2𝜇2 − 𝜇1)𝜇1𝐴

2 + (𝜇2 − 𝜇1 − 1)
)︁
𝐴𝑧32 + 𝐴2𝜇1𝑧

4
2 = 0,

𝜇2
1𝜇2𝐴

4 +
(︁
− 𝜇2

2𝜇
2
1𝐴

4 + (𝜇2
2 − 𝜇2𝜇1 + 2𝜇2 − 𝜇1)𝜇1𝐴

2 + (𝜇1 − 𝜇2)
)︁
𝐴𝑧1+

+
(︁

(𝜇2𝜇1 + 𝜇1 − 2𝜇2)𝜇2𝜇1𝐴
4 + (𝜇2

2 − 4𝜇2𝜇1 + 𝜇2
1 + 𝜇2 − 2𝜇1)𝐴

2 + 1
)︁
𝑧21+

+
(︁

(𝜇2𝜇1 − 𝜇2
1 + 2𝜇1 − 𝜇2)𝜇2𝐴

2 + (𝜇1 − 𝜇2 − 1)
)︁
𝐴𝑧31 + 𝐴2𝜇2𝑧

4
1 = 0.

(2.56)

Последние два уравнения системы (2.56) отличаются заменой индексов.

Данное уравнение совпадает с предсказанием в разделе 7.3 работы [25] после следующей

замены переменных

𝑄 =
1

𝐴2
, 𝜆1 =

1

𝑧1𝐴
, 𝜆2 =

1

𝑧2𝐴
. (2.57)

2.4.4 Зацепления кольца Борромео
Теперь приведём алгебраическую систему уравнений соответствующую классической

спектральной кривой зацепления кольца Борромео. Тривиальная ветвь соответствует произве-
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дению трёх неузлов, тогда как нетривиальная ветвь определяется следующим уравнением⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝐴(𝜇𝑟 − 𝜇𝑠)(1 − 𝑧𝑟𝑧𝑠) − (𝐴2𝜇𝑟𝜇𝑠 − 1)(𝑧𝑟 − 𝑧𝑠) = 0,

𝜇3{𝐴𝜇}3
(︁
𝜈𝜆{𝐴𝜇}2(𝐴𝜇)2(1 + 𝑧6) +

∑︀5
𝑖=1

∑︀2
𝑗=−3 𝜉

B
𝑖𝑗 · 𝑧𝑖𝐴𝑖+2𝑗

)︁
= 0.

для (𝜆,𝜇,𝜈) — всех перестановок (𝜇1,𝜇2,𝜇3).

(2.58)

где коэффициенты 𝜉B𝑖𝑗 имеют вид

𝜉B1,−1 = − 𝜈 − 𝜆+𝑚𝑢− 𝜈𝜆+ 𝜇𝜆+ 𝜈𝜇− 𝜇2

𝜉B1,0 =𝜇3𝜆+ 𝜇3 + 𝜇3𝜈 − 2𝜈𝜆𝜇2 − 2𝜇2𝜆− 2𝜈𝜇2 − 𝜇2 − 𝜇2𝜆2 − 𝜈2𝜇2 + 𝜈𝜇+

+ 4𝜆𝜈𝜇+ 𝜈2𝜆𝜇+ 𝜆2𝜇+ 𝜇𝜆+ 𝜈𝜆2𝜇+ 𝜈2𝜇− 𝜆2𝜈 − 𝜈𝜆− 𝜈2𝜆

𝜉B1,1 =𝜇(−𝜇3𝜈𝜆− 𝜇3𝜈 − 𝜇3𝜆+ 𝜈𝜇2 + 4𝜈𝜆𝜇2 + 𝜈2𝜇2𝜆+ 𝜇2𝜆2 + 𝜇2𝜆+ 𝜈𝜇2𝜆2 + 𝜈2𝜇2 − 𝜆2𝜇−

− 2𝜈𝜆2𝜇− 𝜈2𝜇− 2𝜆𝜈𝜇− 𝜈2𝜆2𝜇− 2𝜈2𝜆𝜇+ 𝜈2𝜆2 + 𝜆2𝜈 + 𝜈2𝜆)

𝜉B1,2 = − 𝜆𝜈𝜇2(𝜇2𝜆+ 𝜇2 + 𝜈𝜇2 − 𝜆𝜈𝜇− 𝜈𝜇− 𝜇𝜆+ 𝜈𝜆)

𝜉B2,−2 =1 + 𝜆− 2𝜇+ 𝜈

𝜉B2,−1 =𝜈2𝜆+ 6𝜈𝜇2 − 2𝜇+ 𝜈2 + 𝜆+ 𝜆2𝜈 + 𝜈 − 2𝜆2𝜇− 2𝜈2𝜇+ 6𝜇2 + 3𝜈𝜆−

− 8𝜇𝜆− 2𝜇3 + 6𝜇2𝜆+ 𝜆2 − 8𝜆𝜈𝜇− 8𝜈𝜇

𝜉B2,0 = − 2𝜆2𝜇+ 6𝜇2𝜆2 − 2𝜈2𝜇+ 𝜆2𝜈 + 𝜈2𝜆+ 6𝜈2𝜇2𝜆− 2𝜈2𝜆2𝜇+ 6𝜈𝜇2𝜆2−

− 8𝜆𝜈𝜇+ 26𝜈𝜆𝜇2 − 8𝜈𝜆2𝜇− 8𝜈2𝜆𝜇−

− 8𝜇3𝜈𝜆+ 6𝜈2𝜇2 + 6𝜈𝜇2 + 6𝜇2𝜆+ 𝜇4𝜆+ 𝜇4𝜈 + 𝜈2𝜆2−

− 8𝜇3𝜈 − 2𝜇3𝜆2 − 8𝜇3𝜆− 2𝜇3𝜈2 − 2𝜇3 + 𝜇4

𝜉B2,1 =𝜇(𝜇3𝜈2𝜆− 2𝜈2𝜇2 + 3𝜇3𝜈𝜆− 8𝜈𝜆𝜇2 − 8𝜈𝜇2𝜆2 + 6𝜈2𝜆𝜇+ 6𝜈𝜆2𝜇− 8𝜈2𝜇2𝜆+

+ 6𝜈2𝜆2𝜇− 2𝜈2𝜆2 + 𝜇3𝜆2 + 𝜇3𝜆+ 𝜇3𝜈2 + 𝜇3𝜆2𝜈 − 2𝜈2𝜇2𝜆2 + 𝜇3𝜈 − 2𝜇2𝜆2)

𝜉B2,2 =𝜇3𝜈𝜆(𝜇𝜆− 2𝜈𝜆+ 𝜆𝜈𝜇+ 𝜈𝜇)
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𝜉B3,−3 = − 1

𝜉B3,−2 =6𝜈𝜇+ 6𝜇− 4𝜇2 − 1 + 6𝜇𝜆− 2𝜆− 2𝜈𝜆− 2𝜈 − 𝜆2 − 𝜈2

𝜉B3,−1 = − 𝜈2𝜆2 + 6𝜈2𝜆𝜇+ 6𝜇3 + 6𝜇𝜆−

− 20𝜈𝜇2 + 6𝜆2𝜇− 𝜇4 − 𝜆2 + 6𝜈𝜇− 4𝜇2𝜆2 − 4𝜈2𝜇2 − 20𝜈𝜆𝜇2 − 2𝜈𝜆−

− 2𝜈2𝜆+ 6𝜇3𝜆− 20𝜇2𝜆− 4𝜇2 + 6𝜇3𝜈 + 6𝜈𝜆2𝜇+ 24𝜆𝜈𝜇− 2𝜆2𝜈 − 𝜈2 + 6𝜈2𝜇

𝜉B3,0 =6𝜇3𝜆2 − 20𝜈𝜇2𝜆2 + 6𝜇3𝜈2 − 4𝜇2𝜆2 + 6𝜈2𝜆𝜇− 𝜇4𝜈2 + 6𝜇3𝜆− 4𝜈2𝜇2 − 20𝜈2𝜇2𝜆−

− 𝜈2𝜆2 − 4𝜈2𝜇2𝜆2 + 6𝜈2𝜆2𝜇− 2𝜇4𝜈 − 𝜇4 + 6𝜇3𝜈 − 2𝜈𝜇4𝜆+ 6𝜇3𝜆2𝜈−

− 20𝜈𝜆𝜇2 + 24𝜇3𝜈𝜆+ 6𝜇3𝜈2𝜆− 𝜇4𝜆2 + 6𝜈𝜆2𝜇− 2𝜇4𝜆

𝜉B3,1 = − 𝜇2(−6𝜈2𝜆2𝜇− 6𝜈𝜆2𝜇+ 4𝜈2𝜆2 + 𝜈2𝜇2 + 2𝜈𝜇2𝜆2 + 𝜈2𝜇2𝜆2 + 2𝜈𝜆𝜇2+

+ 2𝜈2𝜇2𝜆+ 𝜇2𝜆2 − 6𝜈2𝜆𝜇)

𝜉B3,2 = − 𝜇4𝜈2𝜆2

𝜉B4,−3 =1 + 𝜆− 2𝜇+ 𝜈

𝜉B4,−2 =𝜈2𝜆+ 6𝜈𝜇2 − 2𝜇+ 𝜈2 + 𝜆+ 𝜆2𝜈 + 𝜈 − 2𝜆2𝜇− 2𝜈2𝜇+ 6𝜇2 + 3𝜈𝜆− 8𝜇𝜆− 2𝜇3+

+ 6𝜇2𝜆+ 𝜆2 − 8𝜆𝜈𝜇− 8𝜈𝜇

𝜉B4,−1 = − 2𝜆2𝜇+ 6𝜇2𝜆2 − 2𝜈2𝜇+ 𝜆2𝜈 + 𝜈2𝜆+

+ 6𝜈2𝜇2𝜆− 2𝜈2𝜆2𝜇− 8𝜈2𝜆𝜇+ 6𝜈𝜇2𝜆2 − 8𝜆𝜈𝜇+ 26𝜈𝜆𝜇2 − 8𝜈𝜆2𝜇−

− 8𝜇3𝜈𝜆+ 6𝜈2𝜇2 + 6𝜈𝜇2 + 6𝜇2𝜆+ 𝜇4𝜆+ 𝜇4𝜈 + 𝜈2𝜆2 − 8𝜇3𝜈 − 2𝜇3𝜆2 − 8𝜇3𝜆−

− 2𝜇3𝜈2 − 2𝜇3 + 𝜇4

𝜉B4,0 =𝜇(𝜇3𝜈2𝜆− 2𝜈2𝜇2 + 3𝜇3𝜈𝜆− 8𝜈𝜆𝜇2 − 8𝜈𝜇2𝜆2 + 6𝜈2𝜆𝜇+ 6𝜈𝜆2𝜇− 8𝜈2𝜇2𝜆+ 6𝜈2𝜆2𝜇−

− 2𝜈2𝜆2 + 𝜇3𝜆2 + 𝜇3𝜆+ 𝜇3𝜈2 + 𝜇3𝜆2𝜈 − 2𝜈2𝜇2𝜆2 + 𝜇3𝜈 − 2𝜇2𝜆2)

𝜉B4,1 =𝜇3𝜈𝜆(𝜇𝜆− 2𝜈𝜆+ 𝜆𝜈𝜇+ 𝜈𝜇)

𝜉B5,−3 = − 𝜈 − 𝜆+ 𝜇− 𝜈𝜆+ 𝜇𝜆+ 𝜈𝜇− 𝜇2

𝜉B5,−2 =𝜇3𝜆+ 𝜇3 + 𝜇3𝜈 − 2𝜈𝜆𝜇2 − 2𝜇2𝜆− 2𝜈𝜇2 − 𝜇2 − 𝜇2𝜆2 − 𝜈2𝜇2 + 𝜈𝜇+

+ 4𝜆𝜈𝜇+ 𝜈2𝜆𝜇+ 𝜆2𝜇+ 𝜇𝜆+ 𝜈𝜆2𝜇+ 𝜈2𝜇− 𝜆2𝜈 − 𝜈𝜆− 𝜈2𝜆

𝜉B5,−1 =𝜇(−𝜇3𝜈𝜆− 𝜇3𝜈 − 𝜇3𝜆+ 𝜈𝜇2 + 4𝜈𝜆𝜇2 + 𝜈2𝜇2𝜆+ 𝜇2𝜆2 + 𝜇2𝜆+ 𝜈𝜇2𝜆2+

+ 𝜈2𝜇2 − 𝜆2𝜇− 2𝜈𝜆2𝜇− 𝜈2𝜇− 2𝜆𝜈𝜇− 𝜈2𝜆2𝜇− 2𝜈2𝜆𝜇+ 𝜈2𝜆2 + 𝜆2𝜈 + 𝜈2𝜆)

𝜉B5,0 = − 𝜆𝜈𝜇2(𝜇2𝜆+ 𝜇2 + 𝜈𝜇2 − 𝜆𝜈𝜇− 𝜈𝜇− 𝜇𝜆+ 𝜈𝜆)
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Производя замену переменных (2.57):

𝑄 =
1

𝐴2
, 𝜇1 = 𝜈, 𝜇2 = 𝜆, 𝜇3 = 𝜇, 𝜆1 =

1

𝑧1𝐴
, 𝜆2 =

1

𝑧2𝐴
, 𝜆3 =

1

𝑧3𝐴
,

мы получаем из (2.58) соответствующее уравнение в разделе 7.4 работы [25].



70

Заключение

Тезисы выносимые на защиту
∙ Предложено конструкция полевого обобщения задачи изомонодромных деформаций для

расслоений бесконечного ранга

∙ Построена иерархия изомонодромных деформаций для расслоений, связанных с алгеб-

рой некоммутативного тора.

∙ Изучен бездисперсионный предел полученных полевых уравнений, показано что гамиль-

тоновы уравнения движения предельных полевых уравнений могут быть представлены

в форме уравнений нулевой кривизны. Кроме того, изучены тригонометрический и ра-

циональный пределы, а также скейлинговый предел.

∙ Получены явные формулы для цветных полиномов ХОМФЛИ зацеплений Уайтхэда и

Кольца Борромео для случая произвольных симметрических представлений.

∙ Произведено вычисление квантовых спектральных кривых вышеупомянутых зацепле-

ний. Данные вычисления являются первым явным вычислением квантовой спектраль-

ной кривой для неторических зацеплений в случае произвольного ранга калибровочной

группы.

∙ В результате вычисления квазиклассического предела квантовых спектральных кривых и

сравнения с предсказаниями теории струн произведена первая нетривиальная проверка

обобщённой объёмной гипотезы.
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33. Manin Yu. I. Sixth Painlevé Equation, Universal Elliptic Curve, and Mirror of P2 // Amer. Math.

Soc. Transl. 2. — 1998. — Vol. 186. — Pp. 131–151.

34. Painlevé P. Sur les équations différentielles du second ordre á points criticues fixes // C. R. Acad.

Sci. — 1906. — Vol. 143. — Pp. 1111–1117.

35. Babich M.V., Bordag L.A. Projective Differential Geometrical Structure of the Painlevé Equations //

Journal of Differential Equations. — 1999. — Vol. 157, no. 2. — Pp. 452 – 485. http://www.

sciencedirect.com/science/article/pii/S0022039699936288.

36. Zotov A. Elliptic Linear Problem for Calogero-Inozemtsev Model and Painleve VI Equation //

Letters in Mathematical Physics. — 2004. — Vol. 67. — Pp. 153–165.

37. Krichever I. M. Elliptic solutions of the Kadomtsev-Petviashvili equation and integrable systems

of particles // Functional Analysis and Its Applications. — 1980. — Vol. 14. — Pp. 282–290. —

10.1007/BF01078304. http://dx.doi.org/10.1007/BF01078304.

38. t Hooft Gerardus. A planar diagram theory for strong interactions // Nucl. Phys. B. — 1973. —

Vol. 72, no. CERN-TH-1786. — Pp. 461–473.

39. Kontsevich Maxim. Intersection theory on the moduli space of curves and the matrix Airy func-

tion // Communications in Mathematical Physics. — 1992. — Vol. 147, no. 1. — Pp. 1–23.

40. Gubser Steven S, Klebanov Igor R, Polyakov Alexander M. Gauge theory correlators from non-

critical string theory // Physics Letters B. — 1998. — Vol. 428, no. 1. — Pp. 105–114.

41. Witten Edward. Anti-de Sitter Space And Holography // Adv. Theor. Math. Phys. — 1998. — Vol. 2,

no. hep-th/9802150. — Pp. 253–291.

42. Maldacena Juan. The large-N limit of superconformal field theories and supergravity // Interna-

tional journal of theoretical physics. — 1999. — Vol. 38, no. 4. — Pp. 1113–1133.

 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0167278981900269
 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0167278981900269
 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022039699936288
 http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0022039699936288
 http://dx.doi.org/10.1007/BF01078304


74

43. Gopakumar R, Vafa C. On the Gauge Theory/Geometry Correspondence // Adv. Theor. Math. Phys.

— 1998. — Vol. 3, no. hep-th/9811131. — Pp. 1415–1443.

44. Ooguri Hirosi, Vafa Cumrun. Knot invariants and topological strings // Nuclear Physics B. — 2000.

— Vol. 577, no. 3. — Pp. 419–438.

45. Fairlie David B, Fletcher P, Zachos Cosmas K. Infinite-dimensional algebras and a trigonometric

basis for the classical Lie algebras // Journal of Mathematical Physics. — 1990. — Vol. 31, no. 5.

— Pp. 1088–1094.

46. Rieffel Marc A. Non-commutative tori—a case study of non-commutative differentiable manifolds //

Contemp. Math. — 1990. — Vol. 105. — Pp. 191–211.

47. Kontsevich Maxim. Deformation quantization of Poisson manifolds // Letters in Mathematical

Physics. — 2003. — Vol. 66, no. 3. — Pp. 157–216.

48. Takasaki K. Painleve-Calogero correspondence revisited // Journal of Mathematical Physics. —

2001. — Vol. 42, no. 3. — Pp. 1443–1473. http://link.aip.org/link/doi/10.1063/

1.1348025.
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Приложение А

Уравнения Пенлеве
Уравнениями Пенлеве называют нелинейные обыкновенные дифференциальные уравнения

второго порядка открытые П.Пенлеве, Р.Фуксом и Б.Гамбье [28, 69–71] в ходе классификации

ОДУ второго порядка решения которых имеют только один тип сингулярностей зависящих от

начальных условий — простые полюса. Всего в классификации Пенлеве 50 уравнений, только 6

из которых не интегрируются в квадратурах (при значении параметров в общем положении)

PVI:
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d𝑡2
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= 6𝜆2 + 𝑡,

здесь 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 — произвольные комплексные постоянные.

Уравнения Пенлеве I-V могут быть получены из уравнения Пенлеве VI с помощью вырож-

дения. Общая схема вырождения имеет следующий вид (Рис. А.1)

𝑃𝐼𝑉

𝑃𝑉 𝐼 𝑃𝑉 𝑃𝐼𝐼 𝑃𝐼

𝑃𝐼𝐼

Рисунок А.1 — Предельные соотношения между уравнениями Пенлеве.

Тригонометрическая форма уравнения Пенлеве V
Уравнение Пенлеве V содержит квадрат первой производной

(︀
d𝜆
d𝑡

)︀2
. Его можно устранить

заменой переменных. Действительно, решая соответствующее ОДУ на функцию замены пере-



78

менных, мы получаем

𝜆 (𝑡) = 𝜆 (𝑢 (𝑡)) = − tg2 (𝜋𝑢 (𝑡)) .

В результате коэффициент при (d𝜆/d𝑡)2 зануляется. Далее, с помощью замены 𝑡 (𝜏) = e𝜏 можно

также занулить коэффициент при первой производной d𝜆/d𝑡, таким образом

d2𝑢

d𝑡2
=

𝛼

2𝜋

sin (𝜋𝑢)

cos3 (𝜋𝑢)
+

𝛽

2𝜋

cos (𝜋𝑢)

sin3 (𝜋𝑢)
+ 2𝛾e𝜏 sin (2𝜋𝑢) + 𝛿e2𝜏 sin (4𝜋𝑢) . (А.1)

Мы воспользуемся данной формой уравнения Пенлеве V в разделе 1.3.1.

Тригонометрическая форма уравнения Пенлеве III
Уравнение Пенлеве III в рациональной форме содержит член при квадрате первой произ-

водной. Воспользуемся следующей заменой переменных

𝜆 (𝑡) = e𝑢(𝑡).

чтобы устранить квадрат производной. Далее, с помощью замены независимой переменной 𝑡 =

e𝜏 можно избавиться от линейного члена по первой производной, таким образом получаем:

d2𝑢

d𝑡2
= 𝛼e𝜏+𝑢 + 𝛽e𝜏−𝑢 + 𝛾e2(𝜏+𝑢) + 𝛿e2(𝜏−𝑢). (А.2)

Мы воспользуемся данной формой уравнения Пенлеве III в разделе 1.3.2.
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Приложение Б

Алгебра некоммутативного тора
Следуя работам [45,46] определение и основные свойства алгебры некоммутативного тора.

Б.1 Определение в терминах генераторов и соотношений
Некоммутативным тором 𝒯 2

ℎ̄ мы называем унитальную ассоциативную алгебру с двумя

генераторами (𝑈1,𝑈2) которые удовлетворяют

𝑈1𝑈2 = e−1
ℎ̄ 𝑈2𝑈1, eℎ̄ = 𝑒2𝜋𝑖ℎ̄, ℎ̄ ∈ [0,1) . (Б.1)

Из соотношения (Б.1) следует, что некоммутативный тор 𝒯 2
𝜃 является плоской деформацией

коммутативной алгебры. Таким образом, произвольный элемент данной алгебры может быть

представлен в виде линейной комбинации следующих базисных элементов

𝒯 2
ℎ̄ =

{︃
𝑋 =

∑︁
𝑎1,𝑎2∈Z

𝑐𝑎1,𝑎2𝑈
𝑎1
1 𝑈

𝑎2
2 | 𝑐𝑎1,𝑎2 ∈ C

}︃
. (Б.2)

Введём следующие обозначения для базиса на 𝒯 2
ℎ̄

𝑇 𝑎 =
𝑖

2𝜋ℎ̄
e
(︁
−𝑎1𝑎2

2
ℎ̄
)︁
𝑈𝑎1
1 𝑈

𝑎2
2 𝑎 ∈ Z2 = Z⊕ Z . (Б.3)

Из (Б.1) получаем

𝑇 𝑎𝑇 𝑏 = −2𝜋𝚤ℎ̄eℎ̄

(︁𝑎× 𝑏

2

)︁
𝑇 𝑎+𝑏 , (𝑎× 𝑏 = 𝑎2𝑏1 − 𝑎1𝑏2) . (Б.4)

Следовательно,

𝑇 𝑎𝑇 𝑏 = eℎ̄(𝑎× 𝑏)𝑇 𝑏𝑇 𝑎 . (Б.5)

Б.2 Алгебра бесконечных матриц
Элементам 𝑈1,𝑈2 можно придать смысл матриц в GL(∞). Определим GL(∞) как ассоци-

ативную алгебру бесконечных матриц 𝑐𝑗𝑘𝐸𝑗𝑘, где 𝐸𝑗𝑘 = ||𝛿𝑗𝑘||, таких что

sup𝑗,𝑘∈Z|𝑐𝑗𝑘|2|𝑗 − 𝑘|𝑛 <∞ для 𝑛 ∈ N .

Рассмотрим следующие элементы GL(∞):

𝑄 = diag(e(𝑗ℎ̄)) и Λ = ||𝛿𝑗,𝑗+1|| , 𝑗 ∈ Z . (Б.6)

Таким образом

𝑈1 → 𝑄, 𝑈2 → Λ . (Б.7)
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Б.3 Умножение Мояла
Кроме того, 𝒯 2

ℎ̄ имеет эквивалентное определение в терминах операторов на пространстве

Шварца 𝒮(R)

𝑈1𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥− ℎ̄) , 𝑈2𝑓(𝑥) = exp(2𝜋𝑖𝑥)𝑓(𝑥) . (Б.8)

Аналогом следа на 𝒯 2
ℎ̄ является следующий функционал

⟨𝑋⟩ = tr (𝑋) = 𝑐00 . (Б.9)

Легко убедится в том, что данный функционал является инвариантным относительно цикличе-

ских перестановок мономов в аргументе и отображает единицу в алгебре в единицу поля

⟨1⟩ = 1 , ⟨𝑋𝑌 ⟩ = ⟨𝑌 𝑋⟩ . (Б.10)

Некоммутативный тор 𝒯 2
ℎ̄ является плоской деформацией коммутативной алгебры гладких функ-

ций на торе 𝑇 2 = {R2/Z ⊕ Z} ∼ {0 < 𝑥1 ≤ 1, 0 < 𝑥2 ≤ 1}. При этом генераторам алгебры

соответствуют экспоненциальные функции, тогда как деформация коммутативного умножения

имеет следующий вид

𝑈1 → e(𝑥1) , 𝑈2 → e(𝑥2) , e(𝑥1) * e(𝑥2) = 𝑒−2𝜋𝚤ℎ̄e(𝑥2) * e(𝑥1) ,

𝑓(𝑥) =
∑︁
𝑎∈Z2

𝑓𝑎𝑇𝑎(𝑥) , 𝑇 𝑎 = 𝑇 𝑎(𝑥) =
𝑖

2𝜋ℎ̄
e
(︁𝑎1𝑎2

2
ℎ̄
)︁
e(𝑎1𝑥1)e(𝑎2𝑥2) . (Б.11)

Ассоциативное умножение 𝑇 2 также называется умножением Мояла:

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) := 𝑓𝑔 +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑖𝜋ℎ̄)𝑛

𝑛!
𝜀𝑟1𝑆1 . . . 𝜀𝑟𝑛𝑆𝑛(𝜕𝑛𝑟1...𝑟𝑛𝑓)(𝜕𝑛𝑆1...𝑆𝑛𝑔) , 𝜕𝑗 =

1

2𝜋𝑖
𝜕𝑗 . (Б.12)

В данных терминах некоммутативный след (Б.9) может быть представлен в форме интеграла

tr 𝑓 = − 1

4𝜋2

∫︁
𝒯 2
ℎ̄

𝑓𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 𝑓00 . (Б.13)

Б.4 Инфинитезимальные операторы, Синус-алгебра
Обозначим за g = 𝑠𝑖𝑛ℎ̄ алгебру Ли, порождённую генераторами 𝑇𝛼 (𝛼 ∈ Z2) над кольцом

S

𝑠𝑖𝑛ℎ̄ = {𝜓 =
∑︁
𝛼∈Z2

𝜓𝛼𝑇
𝛼, 𝜓𝛼 ∈ S} , S = {𝜓𝛼 = 0 кроме конечного числа элементов 𝛼 ∈ Z2} .

(Б.14)
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Иными словами, 𝑠𝑖𝑛ℎ̄ является некоммутативным аналогом алгебры тригонометрических поли-

номов. Из (Б.4) следует, что коммутатор имеет вид

[𝑇𝛼,𝑇 𝛽] = Cℎ̄(𝛼,𝛽)𝑇𝛼+𝛽 , (Б.15)

где

Cℎ̄(𝛼,𝛽) =
1

𝜋ℎ̄
sin 𝜋ℎ̄(𝛼× 𝛽) , 𝛼× 𝛽 = 𝛼2𝛽1 − 𝛼1𝛽2 . (Б.16)

В терминах представления Мояла (Б.12) коммутатор в 𝑠𝑖𝑛ℎ̄ имеет вид

[𝑓(𝑥1,𝑥2),𝑔(𝑥1,𝑥2)]ℎ̄ :=
1

ℎ̄
(𝑓 * 𝑔 − 𝑔 * 𝑓) (Б.17)

Наличие следа (Б.9) позволяет определить соответствующую коалгебру g* = 𝑠𝑖𝑛*
ℎ̄ как следующее

подпространство гладких распределений

𝑠𝑖𝑛*
ℎ̄ =

{︃
S |
∫︁
𝒯 2
ℎ̄

S · 𝜓 <∞ , для 𝜓 ∈ 𝑠𝑖𝑛ℎ̄

}︃
(Б.18)

Назовём 𝑆𝐼𝑁ℎ̄ — группу обратимых элементов из 𝒯 2
ℎ̄ .

𝑆𝐼𝑁ℎ̄ = {Ψ =
∑︁
𝑎∈Z2

Ψ𝑎𝑇
𝑎} . (Б.19)

В данной группе 𝚤
2𝜋ℎ̄

𝑇 0 играет роль единичного элемента, более того (𝑇 𝑎)−1 = 𝑇−𝑎.

Б.5 Базис синус-алгебры в конечномерном случае
Данный базис является конечномерной версией базиса (Б.3). Пусть

Z(2)
𝑁 = (Z𝑁 ⊕ Z𝑁) ∖ (0,0) . (Б.20)

Тогда

𝑇𝛼 = 𝑒
2𝜋𝑖
𝑁

𝑎1𝑎2𝑄𝛼1Λ𝛼2 , 𝛼 ∈ Z(2)
𝑁 , (Б.21)

где 𝑄 и Λ явялются матрицами т’Хофта

𝑄 = diag(e𝑁(1),e𝑁(2), . . . ,1) , e𝑁(𝑥) = exp
2𝜋𝑖

𝑁
(𝑥) ,

Λ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 0 · · · 1

1 0 0 · · · 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (Б.22)

[𝑇𝛼,𝑇 𝛽] = C(𝛼,𝛽)𝑇𝛼+𝛽 , C𝑁(𝛼,𝛽) =
𝑁

𝜋
sin

𝜋

𝑁
(𝛼× 𝛽) (Б.23)
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Приложение В

Эллиптические функции

В.1 Основные определения
В данном разделе мы приведём необходимые определения основных эллиптических функ-

ций используемых в тексте. Введём следующие полезные обозначения

e(𝑥) = exp (2𝜋𝚤 𝑥) , 𝑞 = e(𝜏) ,

𝜔1 , 𝜔2 − полупериоды тора , 𝜏 = 𝜔2/𝜔1 .

Тета-функция с характеристиками определяется как

𝜗(𝑧|𝜏) =
∑︁
𝑛∈Z

e

(︃
1

2

(︂
𝑛+

1

2

)︂2

𝜏 +

(︂
𝑛+

1

2

)︂(︂
𝑧 +

1

2

)︂)︃
= (В.1)

= −2𝑞
1
8

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛𝑞
1
2
𝑛(𝑛+1) sin (2𝑛+ 1) 𝜋𝑧.

Кроме того, нам понадобятся функции Эйзенштейна

𝐸1(𝑧|𝜏) = 𝜕𝑧 log 𝜗(𝑧|𝜏), 𝐸1(𝑧|𝜏)|𝑧→0 ∼
1

𝑧
− 2𝜂1(𝜏)𝑧 , (В.2)

𝐸2(𝑧|𝜏) = −𝜕𝑧𝐸1(𝑧|𝜏) = −𝜕2𝑧 log 𝜗(𝑧|𝜏) , 𝐸2(𝑧|𝜏)|𝑧→0 ∼
1

𝑧2
+ 2𝜂1(𝜏) . (В.3)

здесь

𝜂1(𝜏) = −1

6

𝜗′′′(0|𝜏)

𝜗′(0|𝜏)
= −2𝜋𝑖

3
𝜕𝜏 log 𝜗′(0|𝜏) . (В.4)

Функции Эйзенштейна связаны с функциями Вейерштрасса следующим образом

𝜁(𝑧,𝜏) = 𝐸1(𝑧,𝜏) + 2𝜂1(𝜏)𝑧 , (В.5)

℘(𝑧,𝜏) = 𝐸2(𝑧,𝜏) − 2𝜂1(𝜏) . (В.6)

В определении матриц Лакса мы используем следующую комбинацию тета-функций

𝜑(𝑢,𝑧) =
𝜗(𝑢+ 𝑧)𝜗′(0)

𝜗(𝑢)𝜗(𝑧)
. (В.7)

Данное отношение имеет полюс первого порядка 𝑧 = 0 и удовлетворяет следующим соотноше-

ниям

𝜑(𝑢,𝑧) =
1

𝑧
+ 𝐸1(𝑢) +

𝑧

2
(𝐸2

1(𝑢) − ℘(𝑢)) + . . . . (В.8)
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Пусть

𝑓(𝑢,𝑧) = 𝜕𝑢𝜑(𝑢,𝑧) = 𝜑(𝑢,𝑧)(𝐸1(𝑢+ 𝑧) − 𝐸1(𝑢)) . (В.9)

Для вывода гамильтоновых уравнений движения нам понадобятся следующие тождества:

𝜑(𝑢,𝑧)𝑓(𝑣,𝑧) − 𝜑(𝑣,𝑧)𝑓(𝑢,𝑧) = (𝐸2(𝑣) − 𝐸2(𝑧))𝜑(𝑢+ 𝑣,𝑧) . (В.10)

𝜑(𝑢,𝑧)𝜑(−𝑢,𝑧) = (𝐸2(𝑧) − 𝐸2(𝑢)) . (В.11)

𝜑(𝑢,𝑧)𝜑(−𝑢,𝑤) = 𝜑(𝑢,𝑧 − 𝑤)[𝐸1(𝑢+ 𝑧 − 𝑤) − 𝐸1(𝑢) + 𝐸1(𝑤) − 𝐸1(𝑧)] . (В.12)

Уравнение теплопроводности

𝜕𝜏𝜑(𝑢,𝑤) − 1

2𝜋𝑖
𝜕𝑢𝜕𝑤𝜑(𝑢,𝑤) = 0 . (В.13)

Свойства чётности

𝜑(𝑢,𝑧) = 𝜑(𝑧,𝑢) , 𝜑(−𝑢,− 𝑧) = −𝜑(𝑢,𝑧) . (В.14)

𝐸1(−𝑧) = −𝐸1(𝑧) , 𝐸2(−𝑧) = 𝐸2(𝑧) . (В.15)

𝑓(−𝑢,− 𝑧) = 𝑓(𝑢,𝑧) . (В.16)

Свойства квазипериодичности

𝜗(𝑧 + 1) = −𝜗(𝑧) , 𝜗(𝑧 + 𝜏) = −𝑞−
1
2 𝑒−2𝜋𝑖𝑧𝜗(𝑧) , (В.17)

𝐸1(𝑧 + 1) = 𝐸1(𝑧) , 𝐸1(𝑧 + 𝜏) = 𝐸1(𝑧) − 2𝜋𝑖 , (В.18)

𝐸2(𝑧 + 1) = 𝐸2(𝑧) , 𝐸2(𝑧 + 𝜏) = 𝐸2(𝑧) , (В.19)

𝜑(𝑢,𝑧 + 1) = 𝜑(𝑢,𝑧) , 𝜑(𝑢,𝑧 + 𝜏) = 𝑒−2𝜋𝚤𝑢𝜑(𝑢,𝑧) . (В.20)

𝑓(𝑢,𝑧 + 1) = 𝑓(𝑢,𝑧) , 𝑓(𝑢,𝑧 + 𝜏) = 𝑒−2𝜋𝚤𝑢𝑓(𝑢,𝑧) − 2𝜋𝚤𝜑(𝑢,𝑧) . (В.21)

Для записи операторов Лакса в разделе 1.2.2 нам будет удобно ввести следующие опре-

деления: Пусть 𝜖 = (𝜖1,𝜖2) пара вещественных параметров, таких что 𝜖𝑎𝜃 < 1 и 𝜖𝑎𝜃 ∈ R − Q.

Рассмотрим всюду плотное подмножество Z𝜃,𝜖(𝜏) эллиптической кривой 𝐸𝜏 :

Z𝜃,𝜖(𝜏) = {(𝜖1𝛾1 + 𝜏𝜖2𝛾2)𝜃 = 𝜃𝜖 · 𝛾 ∈ 𝐸𝜏 | (𝛾1,𝛾2) ∈ Z(2)} . (В.22)

Определим соответствующие эллиптические функции с аргументами из Z𝜃,𝜖(𝜏) как

𝜗(𝜃𝜖 · 𝛾) , 𝜁(𝜃𝜖 · 𝛾) , ℘(𝜃𝜖 · 𝛾) , 𝐸1(𝜃𝜖 · 𝛾) , 𝐸2(𝜃𝜖 · 𝛾) , (В.23)
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𝜙𝜃𝜖·𝛾(𝑧) = e𝜃(𝜖2𝛾2𝑧)𝜑(𝜃𝜖 · 𝛾,𝑧) . (В.24)

𝑓𝜃𝜖·𝛾(𝑧) = e𝜃(𝜖2𝛾2𝑧)𝜕𝑢𝜑(𝑢,𝑧)|𝑢=𝜃𝜖·𝛾 . (В.25)

Из (В.20) следует

𝜙𝜃𝜖·𝛾(𝑧 + 1) = e𝜃(𝜖2𝛾2)𝜙𝜃𝜖·𝛾(𝑧) , 𝜙𝜃𝜖·𝛾(𝑧 + 𝜏) = e𝜃(−𝜖1𝛾1)𝜙𝜃𝜖·𝛾(𝑧) . (В.26)

В.2 Вырождения эллиптических функций
Пусть ℑ𝑚𝜏 → +∞. тогда

𝜗(𝑧|𝜏) ∼ sin(𝜋𝑧) , (В.27)

𝐸𝑟
1(𝑧) = 𝜋 cot(𝜋𝑧) , (В.28)

𝜑𝑡𝑟(𝑢,𝑧) = 𝜋(cot𝜋𝑢+ cot 𝜋𝑧) , (В.29)

𝑓(𝑢,𝑧)𝑡𝑟 = −𝜋2 sin−2 𝜋𝑢 , (В.30)

𝐸𝑡𝑟
2 (𝑧) =

𝜋2

sin2(𝜋𝑧)
. (В.31)

В рациональном пределе данные функции приобретают следующий вид

𝐸𝑟
1(𝑧) =

1

𝑧
, (В.32)

𝜑𝑟(𝑢,𝑧) =
1

𝑢
+

1

𝑧
, (В.33)

𝑓 𝑟(𝑢,𝑧) = − 1

𝑢2
, (В.34)

𝐸𝑟
2(𝑧) =

1

𝑧2
. (В.35)

В данном пределе формулы сложения (В.10), (В.11) сохраняют вид.

Для вычисления пределов гамильтонианов нам понадобятся разложения функций Эйзенштейна

со сдвинутым аргументном в тригонометрическом пределе 𝐼𝑚(𝜏) → +∞, или, иначе 𝑞 = e2𝜋𝚤𝜏 →
0. Из определения следует

𝐸2 (𝑢− 𝑔𝜏) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−4𝜋2 e (𝑢)

(1 − e (𝑢))2
, {𝑔} = 0,

−4𝜋2e (−𝑢) 𝑞𝑔, 0 < {𝑔} < 1

2
,

−4𝜋2𝑞1/2 (e (−𝑢) + e (𝑢)) , {𝑔} =
1

2
,

−4𝜋2e (𝑢) 𝑞1−{𝑔},
1

2
< {𝑔} < 1.

(В.36)

Для вычисления разложения матриц Лакса нам потребуется разложение 𝜑 со сдвинутыми аргу-

ментами в тригонометрическом пределе. Используя определение (В.7) мы можем свести задачу



85

для 𝜑(𝑢− 𝜎𝜏,𝑧 − 𝜍𝜏) к разложению тета-функций со сдвинутым аргументом:

𝜑(𝑢− 𝜎𝜏,𝑧 − 𝜍𝜏) =
𝜗(𝑢+ 𝑧 − (𝜎 + 𝜍)𝜏)𝜗′(0)

𝜗(𝑢− 𝜎𝜏)𝜗(𝑧 − 𝜍𝜏)
, (В.37)

далее

𝜗 (𝑧 + 𝜎𝜏) = [1 + o (1)] 𝑞(−⌊𝜎⌋2/2+ 1
8
−⌊𝜎⌋{𝜎}−{𝜎}/2) e

(︂
−⌊𝜎⌋ 𝑧 − ⌊𝜎⌋

2

)︂
× (В.38)

×

⎧⎪⎨⎪⎩
−2 sin (𝜋𝑧) , {𝜎} = 0,

−𝚤 e
(︁
−𝑧

2

)︁
, {𝜎} > 0,

(В.39)

где ⌊𝜎⌋ — целая часть 𝜎, а {𝜎} — дробная часть 𝜎. В результате мы получаем:

𝜑(𝑢+ 𝜎𝑢𝜏,𝑧 + 𝜎𝑧𝜏) = (1 + o (1)) ×⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2𝜋𝚤𝑞−𝜎𝑢𝜎𝑧+{𝜎𝑢}{𝜎𝑧}e (−⌊𝜎𝑧⌋𝑢− ⌊𝜎𝑢⌋ 𝑧) , {𝜎𝑢} > 0, {𝜎𝑧} > 0, {𝜎𝑢} + {𝜎𝑧} < 1,

4𝜋𝑞−𝜎𝑢𝜎𝑧+{𝜎𝑢}{𝜎𝑧} sin (𝜋 (𝑢+ 𝑧))×
×e
(︀
−
(︀
1
2

+ ⌊𝜎𝑧⌋
)︀
𝑢−

(︀
1
2

+ ⌊𝜎𝑢⌋
)︀
𝑧
)︀ , {𝜎𝑢} > 0, {𝜎𝑧} > 0, {𝜎𝑢} + {𝜎𝑧} = 1,

2𝜋𝚤𝑞−𝜎𝑢𝜎𝑧+{𝜎𝑢}{𝜎𝑧}−{𝜎𝑢+𝜎𝑧}×
×e (−(1 + ⌊𝜎𝑧⌋)𝑢− (1 + ⌊𝜎𝑢⌋)𝑧)

, {𝜎𝑢} > 0, {𝜎𝑧} > 0, {𝜎𝑢} + {𝜎𝑧} > 1,

𝜋𝑞−𝜎𝑢𝜎𝑧e (−⌊𝜎𝑧⌋𝑢− 𝜎𝑢𝑧)
e
(︀
−𝑢

2

)︀
sin (𝜋𝑢)

, {𝜎𝑢} = 0, {𝜎𝑧} > 0,

𝜋𝑞−𝜎𝑢𝜎𝑧e (−𝜎𝑧𝑢− ⌊𝜎𝑢⌋ 𝑧)
e
(︀
− 𝑧

2

)︀
sin (𝜋𝑧)

, {𝜎𝑢} > 0, {𝜎𝑧} = 0,

𝜋𝑞−𝜎𝑢𝜎𝑧e (−𝜎𝑧𝑢− 𝜎𝑢𝑧)
sin (𝜋(𝑢+ 𝑧))

sin (𝜋𝑧) sin (𝜋𝑢)
, {𝜎𝑢} = 0, {𝜎𝑧} = 0.

(В.40)

Аналогично, для вычисления разложения 𝑓𝛼 (𝑢+ 𝜔𝛽,𝑧) мы воспользуемся тождеством (В.9) и

разложением 𝐸1(𝑢− 𝜎𝜏):

𝐸1(𝑢− 𝜎𝜏) = 2𝜋𝚤 ⌊𝜎⌋ +

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜋 cot(𝜋𝑢) + o (1) , {𝜎} = 0,

𝜋𝚤+ 2𝜋𝚤𝑞{𝜎}e(−𝑢) + o
(︀
𝑞{𝜎}

)︀
, 0 < {𝜎} < 1

2
,

𝜋𝚤+ 2𝜋𝚤𝑞
1
2 (e(−𝑢) − e(𝑢)) + o

(︁
𝑞

1
2

)︁
, {𝜎} =

1

2
,

𝜋𝚤− 2𝜋𝚤𝑞1−{𝜎}e (𝑢) + o
(︀
𝑞1−{𝜎})︀ , 1

2
< {𝜎} < 1.

(В.41)
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