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1. Общая характеристика работы

1.1. Актуальность темы исследования
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Рис. 1. Прямое
и обратное пе-
ресечения

Настоящая работа посвящена исследованию структуры, играю-

щей важную роль, с одной стороны, в контексте математической

теории узлов, с другой стороны – в контексте квантовой теории по-

ля. Речь идет об R-матричном представлении для полиномов ХОМ-

ФЛИ [1]. С чисто математической точки зрения таковое является

чрезвычайно плодотворным средством исследования ряда важных и

интересных топологических инвариантов. Но, пожалуй, еще важнее, что это пред-

ставление позволяет рассматривать те же топологические инварианты как наблю-

даемые в различных физических моделях. Хотя все эти модели относятся к очень

специальному классу интегрируемых систем [2], они привлекают большое внима-

ние исследователей. При этом, возможно даже, не столь важны физические прило-

жения таких теорий [2, 3, 4], сколько перспектива развить на этом пути аппарат,

адекватный для непертурбативной формулировки квантовой теории поля [5].

С другой стороны, соответствие между инвариантами узлов и физическими на-

блюдаемыми открывает возможность для крайне лаконичного и прозрачного опи-

сания “пространства всех узлов” – как пространства состояний некоторой кван-

товой системы. Пожалуй, именно двум последним обстоятельствам и обязаны R-

матричные представления для полиномов узлов столь пристальным вниманием и

столь бурным развитием в последние пару десятков лет [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14,

15].



1.2. Цель работы

Непосредственно работа состояла в развитии одной из версий R-матричного

подхода, известной как формализм Решетихина – Тураева [1], и включала в себя

вычисление ряда необходимых величин из теории представлений квантовых групп,

недоступных в математической литературе. В результате нам удалось получить

весьма удобное и прозрачное представление для такого (важного с различных то-

чек зрения) инварианта узла как раскрашенный полином ХОМФЛИ, а также доста-

точно эффективное средство для явного вычисления этих полиномов (в подобных

средствах наблюдался и до сих пор наблюдается недостаток). Наряду с этим стояла

задача пополнить таблицы раскрашенных полиномов ХОМФЛИ, а также исследо-

вать ряд гипотез о свойствах этих инвариантов узлов.

Более точно, нам предстояло получить эффективный компьютерный алгоритм

для вычисления полинома ХОМФЛИ, исходя из следующего положения дел:

• Для полинома ХОМФЛИ было известно представление в виде разложения по

характерам неприводимых представлений группы SU(N) в специальной точке

[16]

S∗Q(A, q) = SQ

tk = Ak − A−k

qk − q−k

 =
∏

(i,j)∈Q

Aqi−j − A−1qj−i

qhi,j − q−hi,j
, (1.1)

а именно [17]:

HKT1⊗T2⊗...(A, q) =
(
A−|T1|−|T2|−...q−4κT1

−4κT2
−...)wB × (1.2)

×
∑

Q`T1⊗T2⊗...
hB,QT1⊗T2⊗...(q)S

∗
Q(A, q),

где

κQ =
∑

(i,j)∈Q

(i− j), (1.3)

а wB – разность числа прямых и обратных пересечений (см. рис. 1) в косе B.

• Коэффициенты h в формуле (1.2) непосредственно зависят не от узла K, а от

косы B, в виде замыкания которой представлен узел. Кроме того, каждый h



зависит от представления Q, на характер которого он умножается в (1.2). Этот

коэффициент [17] равен упорядоченному вдоль косы произведению R-матриц,

отвечающих всем пересечениям косы α и спроектированных на неприводимое

представление Q:

hBT1⊗T2...|Q = TrT1⊗T2...
∏
α∈B

PT1⊗T2...|QRαPT1⊗T2...|Q. (1.4)

• В то время как единичный оператор, действующий на тензорном произведении

представлений, можно разложить в сумму

IdT1⊗. . .⊗(IdTi⊗IdTi+1
)⊗. . .⊗IdTm = (1.5)

= IdT1⊗. . .⊗
(∑

j

PTi⊗Ti+1|Qj

)
⊗. . .⊗IdTm =

=
∑
j,k

PT1⊗...⊗Qj⊗...⊗Tm|Q′
k
PTi⊗Ti+1|Qj

,

для матрицы Rα, соответствующей пересечению α прядей i и i + 1 косы B, с

которыми связаны представления Ti и Ti+1, было известно аналогичное спек-

тральное разложение [18]:

IdT1 ⊗ . . .⊗RTi⊗Ti+1
⊗ . . .⊗ IdTm = (1.6)

= IdT1 ⊗ . . .⊗
(
perm

∑
j

qκQj
−κT1

−κT2PTi⊗Ti+1|Qj

)
⊗ . . .⊗ IdTm =

= perm
∑
j,k

qκQj
−κT1

−κT2PT1⊗...⊗Qj⊗...⊗Tm|Q′
k
PTi⊗Ti+1|Qj

.

Величины qκQj
−κT1

−κT2 в (1.6) суть собственные значения R-матрицы, действу-

ющей на тензорном произведении пространств представлений T1 и T2 [19].

• Было известно, что с помощью процедуры каблирования [20], которая основана

на операции копроизведения для R-матриц, коэффициенты разложения по ха-

рактерам раскрашенного полинома ХОМФЛИ выражаются через таковые для

простого полинома ХОМФЛИ каблированной косы B|T1|+|T2|+... как [21]

hBT1⊗T2...|Q =
(
A−|T1|−|T2|−...q−2κT1

−2κT2
−...)wB × (1.7)

×TrT1⊗T2...
∏

α∈B|T1|+|T2|+...

PT1⊗T2...|QP�|T1|⊗�|T2|...|T1⊗T2...PT1⊗T2...|QRα.



1.3. Научная новизна работы

• Были вычислены некоторые величины, входящие в выражение (1.6) и ранее

недоступные в литературе. А именно: в явном виде были известны собствен-

ные значения матриц Rα, но не матричные элементы проекторов. Этого было

недостаточно для вычисления коэффициентов в разложении (1.2) по форму-

ле (1.4), поскольку отвечающие различным пересечениям косы матрицы Rα,

вообще говоря, не коммутируют и, как следствие, не имеют общего базиса из

собственных векторов.

• Были уточнены некоторые детали необходимой для вычисления искомых мат-

ричных элементов конструкции из теории представлений. Эта конструкция воз-

никает в рассмотренной задаче следующим образом. Если с тремя соседними

прядями косы связаны представления T1, T2 и T3 алгебры Ли g, то матрицы

перехода между базисами из собственных векторов матриц RT3(T2T1) и R(T1T2)T3

суть матрицы UT1T2T3 и U †T2T1T3, составленные из коэффициентов Рака для со-

ответствующей квантовой группы Uq(g) [21]:

(T1 ⊗ T2)⊗ T3 (T2 ⊗ T1)⊗ T3

T3 ⊗ (T2 ⊗ T1) T3 ⊗ (T1 ⊗ T2)

-

-

? ?

R(T1T2)T3

RT3(T2T1)

UT1T2T3 UT2T1T3

.

RT3(T2T1) = UT1T2T3 R(T1T2)T3 U
†
T2T1T3

. (1.8)

На момент начала работы явные формулы для элементов матриц UT1T2T3 (ко-

эффициентов Рака) были доступны в литературе лишь для квантовой группы

Uq
(
su2
)
(хотя и для произвольных ее представлений) – в этом случае выра-

жения для коэффициентов являются прямолинейным обобщением соответству-

ющих формул для простой группы SU(2) [21, 22]: последние получаются из

первых путем простой подстановки.



• Был составлен вычислительный алгоритм, достаточно эффективный для пре-

одоления следующей характерной для процедуры каблирования трудности.

А именно: при вычислении раскрашенного полинома методом каблирования

необходимо вычислять соответствующий простой полином для косы, содержа-

щей в B|T1|+|T2|+... раз больше прядей и в
∑

α∈B |Ti||Ti+1| раз больше пересечений,

чем исходная, что приводит к очень быстрому усложнению формул с ростом

числа клеток в диаграмме Юнга представления.

• При этом были также выведены некоторые выражения, которых недоставало

для применения процедуры каблирования в большинстве интересных случаев.

Дело в том, что для вычисления раскрашенного полинома также необходимы

явные формулы для матричных элементов проекторов PT1⊗T2...|Q, которые к мо-

менту начала работы также не были доступны в литературе – по крайней мере,

в достаточно ясном для анализа и удобном для вычислений виде.

1.4. Практическая и научная ценность работы

Проделанная работа имела ряд полезных следствий и приложений:

• Стали доступны в явном виде коэффициенты Рака для квантовой группы

[15] Uq
(
suN

)
в случае T1 = T3 = � в (1.8) [24].

• Были вычислены коэффициенты разложения (нераскрашенных) полиномов

ХОМФЛИ по характерам – величины, ранее недоступные в таблицах. Про-

деланное вычисление также послужило косвенной проверкой предполагаемого

ответа для коэффициентов Рака, поскольку при замене таковых на иные ра-

циональные функции от параметра квантовой группы q ответ для инварианта

узла перестает быть полиномом от этой переменной [24].

• Были вычислены элементы самих матриц Rα, отвечающих различным пересе-

чениям косы, со всеми прядями которой связаны фундаментальные представле-

ния квантовой группы Uq
(
suN

)
с произвольным N , и сделано наблюдение, что



эти элементы допускают удобное единообразное описание в терминах путей на

графе Юнга [15, 25].

• Было установлено, почему матрицы Rα имеют обнаруженную структуру, а так-

же вывели выражения для элементов этих матриц, изначально полученные с

помощью предполагаемого ответа для коэффициентов Рака и для квантовой

группы Uq
(
suN

)
. При этом расположение ненулевых элементов в матрицах сле-

дует из спектрального разложения (1.6) для R-матрицы, а явный вид самих

элементов – из уравнения Янга-Бакстера [15].

• Было замечено, что наличие проектора в формуле (1.7) для вычисления рас-

крашенного полинома ХОМФЛИ с помощью процедуры каблирования удобно

учесть путем замены исходного графа Юнга на его подграф, в вершинах кото-

рого на соответствующем уровне стоит желаемое представление [15, 25].

• Была написана компьютерная программа, которая позволила вычислять коэф-

фициенты разложения по характерам полиномов ХОМФЛИ, а также раскра-

шенные полиномы ХОМФЛИ за пределами известных таблиц [15, 26]. Кроме

того, были выяснены некоторые тонкости: как насчет самих полиномов, так и

насчет использованных выражений для таковых [15].

• Развитая в ходе исследования техника применения R-матричного формализ-

ма была использована для формулировки ряда гипотез о свойствах полиномов

Хованова – Рожанского [27, 28, 29, 30, 31], установленных нами эмпирическим

путем [32].

1.5. Личный вклад автора диссертации

Автором диссертации лично построена процедура вычисления полинома ХОМ-

ФЛИ как суммы по путям на графе Юнга и процедура вычисления раскрашенного

полинома ХОМФЛИ как суммы по путям на подграфе графа Юнга каблированного

узла, проделаны явные вычисления коэффициентов разложения полиномов ХОМ-



ФЛИ по характерам и раскрашенных полиномов ХОМФЛИ в ряде случаев, где эти

величины не были известны ранее, а также вычислены размерности пространств в

вершинах гиперкуба разрешений диаграммы узла в рамках R-матричной форму-

лировки модифицированной конструкции Хованова.

1.6. Результаты, выносимые на защиту диссертации

• Представление для коэффициентов разложения по характерам полинома ХОМ-

ФЛИ произвольного узла или зацепления в терминахR-матриц сведено к крат-

ной сумме по путям на графе Юнга.

• С помощью полученного представления явно вычислены коэффициенты разло-

жения по характерам неприводимых представлений полиномов ХОМФЛИ для

всех узлов с 9 пересечениями, представимых в виде замыканий 5-прядных кос.

• С помощью процедуры каблирования раскрашенный полином ХОМФЛИ пред-

ставлен в виде кратной суммы по путям на подграфе графа Юнга.

• С помощью полученного представления явно вычислены раскрашенные поли-

номы ХОМФЛИ

– для первого симметрического представления – для всех узлов не более чем

с 7 пересечениями, представимых в виде замыканий 4-прядных кос;

– для первого несимметрического представления – для всех узлов не более

чем с 8 пересечениями, представимых в виде замыкания 3-прядных кос.

• Предложена гипотеза об R-матричном представлении для размерностей про-

странств в вершинах гиперкуба разрешений диаграммы узла в модифициро-

ванной конструкции Хованова для вычисления суперполиномов узлов.



1.7. Апробация диссертации и публикации

Результаты диссертации докладывались на теоретических семинарах

ИТЭФ, Механико-математического факультета МГУ и Факультета математики

ВШЭ, а также на конференциях: “International school on fundamental and string

physics” (Гамбург, 2012), “I workshop on aspects of non-associative and non-commutative

geometries in string theory” (Стамбул, 2012), “V, VIWorkshops on synthesis of integrabi-

lities arising from gauge-string duality” (Москва, 2013, 2015 гг.), I, II Молодежные

конференции ИТЭФ (2014, 2015, Москва), “Les Housches summer school. Stochastic

processes and random matrices” (Июль 2015, Лез-Уш, Франция).

По материалам диссертации опубликовано 5 научных работ.

1.8. Структура и объем диссертации

Диссертация включает в себя Введение, три главы основного текста и Заклю-

чение. Общий объем диссертации составляет 156 страниц, включая 21 рисунок и

7 таблиц. Список литературы содержит 138 ссылок.

2. Содержание диссертации
R
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Рис. 2. Одна из
возможных диаграмм
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Кауффмана соответ-
ствует операторная

свертка Sij
abS

ak
lc S

bc
miS

ml
kj

Диссертация состоит из Введения, основной части, содер-

жащей 4 главы, и Заключения.

Введение содержит краткий литературный обзор по те-

ме диссертационной работы, включающий в себя разъяснение

актуальности темы и историю поставленной задачи.

В разд. 1.1 поясняется, каким образом основная задача

топологии – описание классов объектов, эквивалентных с точ-

ностью до произвольных непрерывных преобразований, – ре-

гулярно возникает в различных физических задачах.

В разд. 1.2 обсуждается статистическая модель Кауффмана [33], которая ста-

ла отправной точкой для подхода к теории инвариантов узлов со стороны кван-



товой теории поля. На основе конструкции Кауффмана был впоследствии развит

R-матричный формализм, являющийся основным предметом и средством проде-

ланной работы.

Разд. 1.3 посвящен квантово-полевой интерпретации интересующих нас поли-

номов узлов. В разделе кратко обсуждаются основные стороны этой интерпрета-

ции: неявная конструкция Виттена [34], пертурбативные вычисления вильсоновских

средних в теории Черна – Саймонса [10, 11, 12] и сходство структуры интеграла

Концевича [12, 35] для инвариантов Васильева [36, 37] со структурой ряда теории

возмущений для вильсоновского среднего в гауссовой теории.

Разд. 1.3 содержит конкретную постановку задачи. Затем кратко излагается

исходное положение дел и формулируются основные проблемы, с которыми при-

шлось столкнуться в ходе работы. В конце раздела сделано резюме проделанной

нами работы.

В разд. 1.5 перечислены основные результаты, а в разд. 1.6 – основные пуб-

ликации по теме исследования.

В главе 2 подробно разбирается метод вычисления полинома узлов, который

составляет наш основной интерес. Метод основан на частном случае такой кон-

струкции как статистическая модель для полинома узла [33]. Существенная осо-

бенность этого метода состоит в использовании в качестве оператора перекрестка

такого объекта как квантовая R-матрица [21], а также в соответствующей проце-

дуре усреднения – поэтому метод иногда называется R-матричным формализмом.

В разд. 2.1 излагается метод вычисления полиномов узлов, основанный на со-

ответствии между группой кос и группой перестановок.

В разд. 2.2 подробно разбирается статистическая модель для полинома узла

[33], на которой основан использованный нами метод вычисления полинома узлов

[1]. Далее обсуждается основная особенность самого метода, которая состоит в ис-

пользовании в качестве операторов перекрестков такого объекта как квантовая

R-матрица.

В разд. 2.3 описана процедура усреднения в статистической модели для поли-



нома узла – в той версии, в которой она используется при R-матричном подходе

[1, 13, 38].

В разд. 2.4 обсуждается еще одна существенная особенность обсуждаемых ин-

вариантов узлов, которая требует введения в R-матричную конструкцию дополни-

тельного элемента: оснащения узла [1, 10, 13, 33].

Разд. 2.5 посвящен не популярной в литературе, но важной для нас ковариант-

ной версии процедуры усреднения в статистической модели для инварианта узла в

R-матричном формализме.

В разд. 2.6 в качестве иллюстрации изложенного подхода проделано явное вы-

числение полинома ХОМФЛИ узла трилистника с помощью непосредственного ис-

пользования R-матричного формализма с ковариантной процедурой усреднения.

В разд. 2.7 рассказывается, каким образом метод использования R-матриц в

качестве операторов перекрестков, описанный в разд. 2.2, соотносится с описанным

в разд. 2.1 методом, использующим представления группы кос.

В главе 3 излагается первая часть проделанной работы, которая была посвя-

щена исследованию формулы разложения по характерам (1.2, 1.4), а также вы-

числению с ее помощью простых (нераскрашенных) полиномов ХОМФЛИ в виде

разложения по характерам.

В разд. 3.1 приведен пример явного вычисления полираскрашенного полинома

ХОМФЛИ непосредственно с помощью формулы разложения по характерам – в

простом случае, когда все величины, входящие в эту формулу, известны.

В разд. 3.2 ставится задача о явном вычислении элементов R-матриц. Это

основные величины, которые необходимы для вычисления коэффициентов разло-

жения полинома ХОМФЛИ по характерам с помощью формулы (1.4). Искомые

матричные элементы, в свою очередь, выражаются через известные в общем слу-

чае собственные значения R-матриц и неизвестные в общем случае коэффициенты

Рака [21]. Раздел завершается явными формулами для коэффициентов разложения

по характерам (нераскрашенного) полинома ХОМФЛИ, в которые в качестве един-

ственной неизвестной величины входят коэффициенты Рака специального вида.



Разд. 3.3 посвящен решению “в лоб” задачи о коэффициентах Рака, сформули-

рованной в предыдущем разделе. Раздел начинается со сводки необходимых фактов

о группе SU(N), алгебре suN и их представлениях. Далее следует точная форму-

лировка задачи. Затем эта задача решается в частном случае N = 3, рассмотрения

которого оказывается достаточно, чтобы предположить ответ для произвольного

N . Все вычисления сначала излагаются для обыкновенной алгебры su3, после чего

излагается необходимое для наших целей обобщение этой задачи: случай квантовой

группы Uq(su3) [21].

Разд. 3.4 содержит сводку явных формул для вычисления (нераскрашенных)

полиномов ХОМФЛИ узлов, представленных в виде замыканий кос, содержащих

от 2 до 7 прядей. Соответствующие выражения получаются непосредственно с по-

мощью общих правил, изложенных в разд. 3.2 – если принять сформулированную

там гипотезу об общем виде необходимых коэффициентов Рака, в частном случае

вычисленных в разд. 3.3.

Наконец, в разд. 3.5 излагается основной результат этой части работы: формула

для вычисления коэффициентов разложения (нераскрашенного) полинома ХОМ-

ФЛИ как суммы по путям. Раздел начинается с формулировки и использования

соответствующей вычислительной процедуры в частных случаях. Далее следует

формулировка процедуры в общем случае, а также ее обоснование – за исключени-

ем одной использованной величины, вычисление которой приводится в следующем

разделе.

В главе 4 излагается метод, позволяющий применить изложенные в главе 3

результаты к случаю раскрашенных полиномов ХОМФЛИ – метод каблирования.

Метод сводит вычисление раскрашенного инварианта данного узла к вычислению

соответствующих простых инвариантов для нескольких узлов-спутников этого уз-

ла, а также обсуждается смысл этой процедуры с точки зрения R-матричного фор-

мализма. В разделе рассказывается, каким образом процедуру каблирования, по-

сле доработки необходимых ее деталей, можно включить в предложенную нами

вычислительную схему: в результате вычисление раскрашенного полинома ХОМ-



ФЛИ сводится к кратной сумме по путям на подграфе графа Юнга для одного из

узлов-спутников.

Рис. 3.
Двойное
кабли-
рование
дву-
прядной
косы

В разд. 4.1 поясняется процедура каблирования с помощью простей-

шего примера: двойного каблирования тривиального узла. Разобранный

пример позволяет также проиллюстрировать проблему, которая возника-

ет при переходе от двойных к высшим (тройным, четверным и т.д.) ка-

белям. Также обсуждается первое приложение процедуры каблирования:

вывод свойства раскрашенных полиномов ХОМФЛИ в пределе q → 1 (или

~ ≡ log q → 0) и A = qN = const, известного как свойство факторизации

[39].

В разд. 4.2 изложен основной результат проделанной работы, касаю-

щийся вычисления раскрашенных полиномов ХОМФЛИ: описание процедуры каб-

лирования в терминах путей на графе Юнга. Как и во всех предыдущих случаях,

раздел начинается с конкретного примера. Далее процедура излагается в общем

случае. Как обычно, |Q| означает уровень представления Q, т.е. число клеток в его

диаграмме Юнга. Обоснованию описанной процедуры посвящены два следующих

раздела.

I

�
�
�
��

�
�
�
��

�
�
�
��

ppp
I
@@

@@Rm =
I

�
�
�
��∑

Q`m Q

Рис. 4. Пересечение с каблиро-
ванной прядью разлагается в пря-
мую сумму пересечений с раскра-
шенной прядью

В разд. 4.3 дается формулировка процедуры каб-

лирования вR-матричном формализме на языке тео-

рии представлений: процедура по существу сводится

к операции коумножения для R-матриц (см. рис. 4)

[21].

Далее на основе теоретико-групповой интерпрета-

ции процедуры каблирования обосновывается описанная в разд. 4.2 процедура, а

также вычисляется основная величина, использованная при вычислении суммы по

путям в разд. 3. В заключение раздела метод суммы по путям обобщается на случай

представлений типа крюков, и с помощью этого обобщения выводятся известные

формулы [39, 40] для раскрашенных полиномов Александера.

В разд. 4.4 вычисляются проекторы на неприводимые представления в проце-



дуре каблирования как полиномы отR-матриц. Из полученных выражений следует

ряд свойств проекторов, существенных для формулировки вычислительной проце-

дуры в разд. 4.2.

В разд. 4.5 подробно описано приложение разработанной процедуры к вычис-

лению (поли)раскрашенных полиномов ХОМФЛИ. В качестве первой иллюстрации

таким способом вычисляется простейший полираскрашенный полином для зацеп-

ления Кольца Борромео – при этом воспроизводится ответ, вычисленный ранее в

разд. 3.1 путем непосредственного приложенияR-матричного формализма. За этим

примером следует описание первого практически полезного приложения разрабо-

танной вычислительной процедуры: вычисление простейших раскрашенных поли-

номов ХОМФЛИ узлов – замыканий четырехпрядных кос – именно на этом случае

останавливались составленные ранее таблицы [7, 40, 41, 42]. Далее рассмотрен пер-

вый по-настоящему интересный случай: раскрашенные полиномы ХОМФЛИ нето-

рических узлов в случае первого представления, не являющегося ни полностью сим-

метрическим, ни полностью антисимметрическим. Именно в отношении этого слу-

чая к моменту начала работы накопилось множество вопросов и противоречивых

предположений, в то время как явный ответ был неизвестен даже для простейшего

неторического узла: узла-восьмерки (41 в [41]) [26].

В разд. 4.6 уточняются некоторые тонкости, касающиеся оснащения узла (уже

обсуждавшегося в разд. 2.4) при использовании процедуры каблирования.

В заключение главы, в разд. 4.7, процедура каблирования рассматривается в

приложении к двупрядным косам: как проверка на согласованность приведенных

раннее формул, а также в связи с проблемой знаков и кратностей собственных

значений R-матриц.

Глава 5 посвящена приложению R-матричного формализма к эмпирическо-

му исследованию полиномов Хованова – Рожанского. Интерес к этим полиномам

обусловлен, в частности, тем, что с их помощью возможно единственное на сего-

дняшний день последовательное определение суперполинома узла [43].

В разд. 5.1 рассказывается и иллюстрируется простейшими примерами сама



идея использования R-матричного формализма при вычислении полиномов Хова-

нова – Рожанского.

В разд. 5.2 дается резюме проведенного исследования, и разбирается простей-

ший репрезентативный пример.

В Заключении подводится итог проделанной работы, обсуждаются приложе-

ния полученных результатов: как уже имеющиеся, так и потенциально возможные.

Кроме того, формулируются наиболее интересные, на наш взгляд, направления для

дальнейшей работы.
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